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1. Motivacié: Szabalyos politépok

1.1. Definicié. Vegyiink egy véges S ponthalmazt az R™ n-dimenzids térben, a ponthalmaz konvex burka Kb(S)
a az S-t tartalmazo dsszes konvex halmaz metszete.

1.2. Definicié. Egy politép olyan P részhalmaza R™-nek amire igaz hogy P = Kb(S).
1.3. Definicié. A P politép dimenzidja az a legkisebb m-dimenzids altér V. C R™ amire igaz hogy P C V.
1.4. Példa. Egy 2-dimenzids politop eqy sokszdg.

Minden n > 3 pozitiv egészre létezik egy szabalyos sokszog

1. dbra. Szabéalyos sokszdgek

A szabélyos sokszog megfelelGje a 3-politopok kozott a szabélyos poliéder. Szabalyos poliéderbsl mar csak 6t
darab van.
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2. &bra. Szabélyos poliéderek

Szabalyos 4-politépbol hat,
Barmilyen n > 5 pozitiv egészre pedig harom szabalyos n-politop létezik. Ezt a tételt (is) belathatjuk a véges
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3. &dbra. Szabélyos 4-politépok

2. SzabAlyos politépok szimmetriai

Vizsgaljuk meg egy szabalyos n-sz0g szimmetriait.

Az n szimmetriatengely mindegyikén at valo tiikrozéssel kapunk n tiikrozést, valamint létezik még n forgatasos



szimmetria.

2.1. Tétel. Egy szabdlyos n-szog dsszesen 2n szimmetridval rendelkezik. Tovabbd az dsszes szimmetria kifejezéséhez
elegendd 2 szomszédos szimmetriatengelyen dt valo tikrozés.

Bizonyitas Egy sokszog legfeljebb 2n szimmetriaval rendelkezhet, mivel ha tudjuk hogy egy szimmetria hova
kiild egy csticsot és egy vele szomszédos élt, akkor a szimmetria determinalt. Mivel a 2n el6z6leg talalt szimmetria
mind kiilénb6z6, az els6 allitast mar belattuk.

A masodik allitashoz jeloljiik a két szomszédos szimmetriatengelyen at tiikrozést so-val és sg-val. Vegyiik észre
hogy r = sosp egy 2m/n szoggel valo forgatas, igy megkaphatjuk az n kiilonb6z6 forgatast r hatvanyaiként. Az n
kiilénboz6 tiikrozést pedig megaphatjuk 7% s,r~* formaban.

A bizonyitéas részleteihez vegyiik észre hogy

2.2. Feladat. Ha az a egy, a szimmetriasikra merdleges vektor, és © € R™, akkor
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2.3. Feladat. Legyen ¥ € R2, ldssuk be a 2.2 haszndlatdval hogy sgs. egy (a két egyenes dltal bezdrt szdg
kétszeresével vald) forgatds. Tipp: A képlet eqyszerdbb ha (az dltaldnossdg elvesztése nélkiil) feltesszik hogy o = <(1))

és azt hogy B = (_81;1);99)
A fenti eredményeket a kovetkezSképp Osszegezhetjiik:
1. Minden szabalyos soksz0g szimmetriacsoportja két tiikrozés altal generalt.
2. A szimmetriacsoport determinélt ha tudjuk a két tiikrozés kozotti szoget.
3. Egy szimmetriacsoporthoz csak egy szabélyos sokszog tartozik.

A fentebbi észrevételek természetes altalanositasa pedig az aldbbi forméban igaz:
1. Minden szabalyos n-politép szimmetriacsoportja n tiikrozés altal generalt.

2. A szimmetriacsoport determinélt ha tudjuk a barmely két tiikrozés kozotti szoget.

3. Egy szimmetriacsoporthoz legfeljebb két szabélyos n-politép tartozik (a duélis politépok szimmetriacsoportja
megegyezik).

Ez alapjan ha sikeriil klasszifikilnunk a véges tiikrézéscsoportokat, ezt felhasznalhatjuk a szabalyos politopok

3. Gyokrendszerek
3.1. A,

Térjink vissza a szabalyos haromszog szimmetridihoz (4. abra): Fejezziik ki az Osszes szimmetridt s, és sg
szorzataként:
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1. tablazat. A szimmetriacsoport reprezentacidja az Ao gyokrendszeren
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4. dbra. Az A, gyokrendszer

Vegyiik észre hogy minden szimmetria permutélja a ® 4, = {a, 8, a + 5, —a, — 5, —a — $} halmazt valamint azt
hogy a ® 4,-n val6 reprezenticio elegendd a szimmetria leirdsahoz. Ez egy fontos eredmény, mivel igy az eredetileg
bonyolult geometriai reprezentaciot sikeriilt lecserélniink egy véges (kombinatorikai) problémara.

3.2. By

Probaljuk ezt megismételni a négyzet esetében (5. abra): A relevans halmaz ez esetben ®p, = {a, 8, + 3,2 +
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5. dbra. A B, gyokrendszer

ﬁ - Oé,—ﬁ, —Q = 67 —2a — ﬂ}
3.1. Feladat. Irjunk fel egy, a 1-héz hasonld tdabldzatot a Ap, gydkrendszerre.

3.3. Altalanos gySkrendszerek
3.2. Definicié. Egy véges ® C (R™\ {0}) halmazt akkor nevezink gyékrendszernek ha
e dNL,={a,—a} Vaed,



e 5, =0 Vacd.
ahol az L, az « vektor dltal meghatdrozott (és 0-n dthaladd) egyenes.
3.3. Feladat. Gydzddjiink meg rola hogy az As és By gydkrendszerek megfelelnek ezeknek a feltételeknek.

Ekkor definialhatjuk a W tiikrozéscsoportot Ggy mint az 6sszes tiikrozés {s,|a € @} altal generalt szimmetriacsoportot.
Hasonloképp, barmilyen véges W tiikrozéscsoportbdl kiindulva kaphatunk egy gyokrendszert ha vesziink minden
szimmetriasikhoz egy ra merdleges két egységvektort, ekkor egy ® gyokrendszert kapunk amire igaz hogy W = We.
Egy tiikrozéscsoporthoz tobb gyokrendszer is tartozhat (példaul Bs esetében véalaszhattunk nem egységvektorokat
is).
3.4. Tétel. 1. Bdrmely ® C (R™\ {6}) gydkrendszerre igaz hogy vdlaszhatunk n szimpla gyokbél dlle A
halmazt, amelyre igaz hogy az dsszes tobbi gyokdt felirhatjuk a A-ban lévd gydkok csak vagy pozitiv vagy csak
negativ egyitthatos linedris kombindcidjaként.

2. Ha o, € A és a # 15 akkor az o és 3 dltal bezdrt szog tompaszog vagy derékszig.
3. Elegendd a szimpla gyokok kozotti szogeket tudnunk hogy a teljes tikrézéscsoportot leirhassuk.

3.5. Példa. A 6 dbran ldthatjuk a 3-dimenzids gyokrendszereket.

6. 4bra. A Bs,Cs, A3 = D3 gyokrendszerek, a szimpla gyokok a pirossal jeldltek (0 a kockék kdzepén van).

4. A gyokrendszerek klasszifikaci6ja

A fenti észrevételeink alapjan szeretnénk meghatarozni az Osszes lehetséges gySkrendszert. A 3.4 tétel szerint csak
a szimpla gytkok kozotti paronkénti szogekre van sziikség. Ha oy, 05 € A, o # «;, és az (altaluk meghatarozott
skban fekvs) ezekre merdleges egyenesek altal bezart szog 6 akkor az s, s., egy forgatas 260 szoggel, és mivel a
véges tiikrozéscsoportokat keressiik, létezik egy legkisebb pozitiv egész m; ; amire igaz hogy (26) - m; ; = 2, tehat
(saisaj)mivi —e.
4.1. Definicié. Definidljunk egy grifot (a tikrézéscsoport Coxeter-grdfjdt) aminek rendelkezik minden szimpla
gyokhoz egy csicesal, és két csics kozott van egy él m; j cimkével ha m; ; > 3 (ha m; ; = 3 akkor dltaldban elhagyjuk
a cimkét).

Lasd a 7. abrat.
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7. abra. A szabalyos haromszog, négyszog es hatszog szimmetriacsoportjainak Coxeter-grafjai



4.1. Az A, gyokrendszer

4.2. Definicié. Legyen €; € R"™! egy vektor aminek i-edik koordindtdja 1 a tibbi pedig 0. Legyen A, = {&;—&;|1 <
i,j <n,i# ji

4.3. Feladat. Ldssuk be hogy A, egy gyokrendszer.

4.4. Feladat. Ldssuk be hogy az A, gydkrendszer tikrézéscsoporja Sni1, azaz megfelel egy n + 1-elemd halmaz
permutdcidinak. Ezt haszndlva ldssuk be hogy ez az n-szimplex, (a hdromszog és a tetraéder természetes megfeleldje
n dimenziéban). Tipp: Az n-szimplex természetesen megtaldlhaté R™'-ben mint a €; vektorok konvex burka.

4.5. Feladat. Ldssuk be hogy az A, Cozeter grifja a 8 dbrdn ldthatd.

8. abra. The Coxeter graph of A4,

5. Coxeter-grafok

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel hogy m;; = 2,3 barmelyik két szimpla gyOkre, azaz aszt, hogy barmely két
szimpla gyok altal bezart szog vagy derékszog vagy 120°. Ekkor a szimpla gyokoknek megfelels tiikrozések a
kovetkezSképp hatnak a szimpla gyokokre (ha i # j):

- ha mi; = 2
a; + o ha mg; = 3

Most azokat a grafokat keressiik amik véges tiikrézéscsoportokat eredményeznek. Legyen G egy graf, a kovetkezd
jatékot fogjuk G-n jatszani:

1. A graf csucsaira szamokat fogunk irni, a kezd6pozicié az, hogy egy csticson 1, a tobbin pedig 0 van.
2. Egy cstcs:

(a) szomoriu ha a rajta talalhaté szdm kevesebb mint a szomszédjai szamai Gsszegének a fele.
(b) boldog ha a rajta talalhaté szam egyenld a szomszédjai szdmai Osszegének a felével.

(c) manias ha a rajta taldlhaté szam t6bb mint a szomszédjai szdmai Osszegének a fele.

3. Keressiink egy szomori cstcsot, és a jelenlegi szdma helyére irjuk egy Gj szdmot ami egyenld a szomszédai
szamainak Osszege — a régi szamaval.

4. Az el6z6 lépést ismételjiik amig vannak szomoru csicsok.
5.1. Tétel. A fenti jaték akkor és csak akkor ér véget ha a G grdf egy véges tikrozéscsoport Coxeter-grifja.

Bizonyitas(Nagyvonalakban) A jaték azt modellezi hogy egy szimpla gyokbdl hany kiilonb6zs gyokot talalhatunk
azaltal hogy a tobbi szimpla gyoknek megfelel6 tiikrozéseket végezziik el rajta. Ha ez nem egy véges mennyiség
akkor végtelen mennyiségi tiikrdzés taldlhato a tiikrézéscsoportban.



5.2. Feladat. Ldssuk be hogy a 9 dbrdn ldthato grifok egyike sem vezet véges tikrizéscsoporthoz (ez nehezebb mint
az eldz6 feladatok).

9. abra. Affin Coxeter-grafok

Tipp: Az 0sszes eset bizonyitdsa hasonld. Az A, esetében veqyiik észre, hogy a helyzet ahol minden csicson 1 es
szdm van (és mindenki boldog) sosem dall eld. Ugyanakkor ezen a konfigurdcion semmilyen tikrozés nem vdltoztat.
Ezek felhaszndldsdval lasssuk be hogy tetszdlegesen nagy szamokat eld tudunk dllitani az A, grdfon.

Ha egy G graf H algrafjara igaz hogy H nem vezet véges tiikkrozéscsoporthoz akkor G sem, tehat a fenti feladatban
talélt grafok mindegyike ,tiltott”.

5.3. Feladat. A fenti eredményt felhaszndlva lissuk be hogy csak a 10 dbrdn ldthaté grafok vezetnek véges tiikrézéscsoportokhoz
(ez szintén egy nehezebb feladat).

10. abra. Véges tiikrozéscsoportok Coxeter-grafjai

Tipp: Tegyiik fel hogy a vizsgdlt grif nem tartalmazza semmilyen az el6z6 feladatban taldlt tiltott grafok egyikét.
Mivel G nem tartalmazhat kért, ezért G egy fagrdf. Ha G-nek nincsenek eldgazdsi pontjai akkor G az A, grdf. Ez
az eldgazdsi pont legfeljebb 3 mdsik csiccsal lehet szomszédos, mivel G nem tartalmazhatja a D3 grdfot. Tovdbbd
G nem tartalmazhat tobb mint egy eldgazdsi pontot, mivel ekkor tartalmaznd a D, tiltott grdfot. Mdr csak azt kell
megdllapitanunk hogy az eldgazdsi ponttdl szamitva _a grdf dgai milyen hossziak lehetnek. Mivel az Eg grdf tiltott,
legaldbb az egyik dg legfeljebb 1 hosszusdgi. Mivel E; tiltott, a mdsodik legrovidebb dg legfeljebb 2 hosszisdgi. Ha
ennek a hossza 1 akkor a D,, esetben vagyunk, ellenkezd esetben pedig a graf Fg, E7 vagy Es, mivel az Eg grdf tiltott.

Maér emlitettiik hogy az A,, tiikkrézéscsoport az n-szimplex szimmetriacsoportja. A B,,/C,, csoport a négyzet /kocka/oktaéder
politopcesalad szimmetriacsoportja. Ezen kiviil csak a D,, csoport létezik tetszolegesen magas dimenziéban, de ehhez
nem tartozik szabélyos politop (a politop aminek a D,, természetes szimmetriacsoportja az n-kockabol kaphaté ha
a csucsok felét elhagyjuk).
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