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Let X be a semimartingale. A norm commonly used on the space of semimartingales

is the HP norm: One defines
oM, 4) = |4, 208 + [ JdA
0

for any decomposition X = M -4 A with M a local martingale and A an adapted, right

continuous process with paths of finite variation on compacts. Then
o inf
i Xlwr = | inf jp(M, A)

where the infimum is taken over all such decompositions of X. Then as is well known (see,

for example, Emery [2] or Protter [7}, Theorem 2 of Chapter V):
IX* e < cpllXfle (1 <p < o00)

where X* = sup |X,|, and ¢, is a universal constant. An immediate consequence is that if
k4

a sequence of semimartingales X" converges to X in !, then

im E{(X"-X)}=0

n—o0
as well.

In this paper we examine the converse question: if X™ = M™ + A" is a sequence
of semimartingales converging uniformly in L! to a process X, what can be said about

the convergence of the M™ and A™ processes of the decompositions? Such a question
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is closely related to recent work on weak convergence of semimartingales: In particular

Jacod-Shiryaev [3], Jakubowski-Mémin-Pages [4], and Kurtz-Protter [5].

‘The examination of two simple examples illustrates the problems that arise and shows

that one cannot expect a full converse.

Let ¥ be any continuous, adapted process with ¥5 = 0 and Y constant on {1, co); set

¢
X =nf Yodslies1/ny-
t~1/n

Then X" is a differentiable function of ¢ in [L, 00) for each n and in particular each X™ is
of finite variation (and hence it is a semimartingale). However the limit ¥ need not be a

semimartingale.

"The preceding example indicates that we have to impose some type of uniform bound
on the total variation of the A” processes. But even if we do this we cannot hope always
to obtain convergence of the A™ processes in total variation norm. Indeed, let 0 < ¢ < '

and define A} = X sinnt. Then fo’r/ ? |[dA?| = 1, but {(A™)* converges to zero.

The following theorem avoids the pathologies of the two preceding examples. Recall
that a semimartingale X in H' is special: that is, it always has a unique decomposition
X = Xo+ M+ A, where My = Ay = 0, and the finite variation process A is predictable.

Such a decomposition is said to be the canonical decomposition.

Theorem 1. Let X™ be a sequence of semimartingales in H? with canonical decomposition

X" = X3+ M™ + A, satisfying for some constant K,

(1a) B[ 14z < K

(18) E{(M")"} < K.

Let X be a process, and suppose that

(2) E{(X"-X)*}—0 as n — oo.
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Then X is a semimartingale in H!, and if X = X, + M + A is its canonical decomposition

we have

(3) BOrY <K, B[ WAl <K
0

and

(4&) nlLIIéo ”M" — M“'}{l = 0,

(4b) Hm E{(A" — A)*} =0.

n-—o

Corollary 2. Let (X"} be a sequence of special semimartingales with canonical decom-

position X" = X@ 4 M"™ + A", where the A" satisfy (1a). Then if X is a process such

that lim [[(X™ — X)*[I;: =0, X is a special semimartingale. Further if X = Xo + M + A
n—0o0

is its canonical decomposition, then

lim [[M” — Mlzs =0,  lim E{(A" — A)*} =0, E{ f AL} < K.
n—od 0o 0

Proof. By deleting a finite number of terms in the sequence (X™), we may suppose that
E{{X" -~ X)*} < K forn > 1. But then

E{(M™ - M')'} < B{|XJ ~ X3|} + BE{(X" ~ X)"} + E{(4" ~ A1)"}
<4K.

So write X" = X" — M! = X§ + (M" ~ M") + A", X = X — M". Then the hypotheses
of Theorem 1 hold for X”, X and the conclusion follows easily. ]

The proof of Theorem 1 uses some ideas from Kurtz and Protter [5], and it also needs

the following martingale inequality.

Proposition 3. Let p > 1/2, M be a martingale in H*? and K be a predictable process
with K* € L??. Then

K - M) e < cpll K[ oo [|M*]] p20.
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Proof. Recall the Davis decomposition of M — see Meyer [6, p. 80-81]. Let AM, =

My — M,_. Let Ay = sup|AM,|: then M = N + U, where N is a martingale with
8<t
|AN{| < A:—, and U is a martingale with paths of integrable variation satisfying

I / dUll12e < eqlldcollzr, a3 1.

Further, we have the pointwise inequalities

Aco < 2M*,
[NEL: < (M7 + (U122,
U2 < 44

Now (K - M)* < (K -N)Y* 4+ (K -U)*, and |A(K - N),| < K}A,. Hence, by Meyer [6],
Theorem 2 on p. 76,

ICE - MY [l < ep(I(E - Moo + (K Aoo)?) 2|1 + (K - UY]l10)
< ep(IIK - N2+ K* Aooll1r + [I(E - U)*[120)
< (1K INEL s + KM |[3s + | / K ldU.120)

< cp(IE[MEL s + KM |1 + 1K / (AU, ||| »).

The proof is concluded by applying Holder’s inequality, and noting that || S1dU|l| e <

¢p||M*|| 2. (The constant ¢, changes from place to place in the preceding,.) O

Remarks. 1. Of course, for p > 1 this inequality is an immediate consequence of the

Burkholder-Davis-Gundy inequalities.

2. This inequality is not true in general for 0 < p < 1/2.

Proof of Theorem 1. First note that as X is the a.s. uniform limit of a subsequence of

the X", X is cadlag. Also, as ||X§ — Xo|1: — 0, we may take X§ = X, = 0.

Let H be an elementary predictable process, that is a process of the form

k
Ht = Z hil(t.',t.'.i.'l](t)’
=1

4



where h; € Fy,, [l £ 1, and ¢y <ty < ... < t;. Then writing H - X for the elementary

stochastic integral of H with respect to X, {141 = 0o, we have

k41
E{(H - X)oo} = E{}_ hi(Xesys ~ Xu)}
= k+1
= nILH;OE{Z hi(X::+1 - X::)}

=1

= lim E{] HidAT} < K.
[}

n—oo

So by the Bichteler-Dellacherie theorem (e.g., Dellacherie-Meyer [1}) X is a quasimartin-
gale, and therefore a special semimartingale. Hence X has a canonical decomposition
X = M + A, with M a local martingale and A a predictable finite variation process.
Choose a sequence (T}) reducing M. Then, if H is an elementary predictable process,

B{(H - A)1,} = E{(H - X)5,,} = lim B{(H - X")1,} < K. Thus

Ty
E{/ |[dAs[} < K, foreachk>1,
)

and hence E{ f* |d4,]} < K.
NowM=X —A=(X~X")4(M"+ A") ~ A, and so
M* < (X = X 4 (M) + /000 IdA™] + fom A,
Thus E{M*} < 3K < co, and M is a martingale in H!. Set Y™ = X" X, N® = M"_ M.
B =A™ — A: We have
B[ MBI} S2K, BN} <2K, lmB{Y)=0
To complete the proof it is enough to prove that

(5) lim E{[Y"]*} =0.

n—oo

For then, by Dellacherie and Meyer [1], section VIL.95, we have E{[B™]*/?} < 2E{[Y"]*/?}.
Hence, as [N*]1/2 < [BPH/24[y™)1/2, B{{N"]3%} < SE{[Y ™2}, so that limp oo || N 7| |30
= 0. This implies that E{(M" — M)*} — 0, and hence that coB{(A™ — 4)*} -+ 0. Finally,
E{M*} < K follows from (4a) and (1b).



To show that lim E {[Y"]ééz} = 0, use integration by parts to conclude
N

oo oD
Yoo = (Y2)2 — 2 ] YT dNT 2 ] Y dA?,
and so, writing U" = Y*. N™,
(6)  B{Y™Y2} < B{Y™)'} + 2 B{(U) 2} + 212 B ] YV (A2,

By Proposition 2
E{((U™))?} < o(B{(Y ™) WAE{N")}) /2
< cKllZ(E{(Y”)*})lfz_

Similarly, the third term in (6) is dominated by

E{(Y™)" fom A7)/} < (E{(Y")*})I/Z(E{/Ow 447}
< K1/2(E{(Yn)*})1/2.

Thus limp—co E{[Y "5} = 0. O
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1. Introduction.

(1.1) Soit (Bt,t = 0) mouvement brownien réel issu de 0. On note :

1A
ot
5]

g, = sup{s

t
= (0} et A = J ds 1
s t

(BS>0)'
0

Remarquens que, pour t > O donné, on a :

(loi) (loi)
= t g, et At =77 % Af

Et
P. Lévy ([11a], [11b]) a montré que les variables g, et A1 sulvent la loi
de l'arc sinus, c¢'est-a-dire :

dt
vt (1-t)

(0 <t < 1)

{l.a)", P{g1 € dt) = P(AI € dt) =

De nombreuses démonstrations de ces resultats ont maintenant été données
(voir, par exemple, Kac [13], Williams {12], Pitman-Yor {7], Karatzas-Shreve
(5], Rogers-Williams [8] section 53) ; P. Lévy [11a] et Pitman-Yor [7] uti-
lisent le fait que les variables suivantes

(1.b) < (lgi) N

o+o N +N

suivent la loi de 1'arc sinus, lorsque ¢ et o désignent deux copies indépen-
dantes du premjer temps d'atteinte de 1 par (Bt.t =z 0), N et N sont deux
variables gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes, et 6 est une va-

riable uniformément distribuse sur (0, 2nl.

La démonstration de (1.b) repose sur. les deux remarques suivanteg :

(1) (o5 Ueb) [:__ LJ
m2 N2

" Ce travail a été reéalise avec l'alde partielle de NSF Grant DMS 88 - 01808



5] w _
- de 1'égalité . EU at e‘E’f(U] - EU a_ e 5‘5],
) 0

et de la propriéteé de scaling (2.b), on déduit

1
H

f3 EE[glj =m—+“

¥

- d’autre part, d'aprés (2.a) et la propriété de scaling vérifise par R, on

a !
3-1 1 X
a“B“x <30 2 J du pt(O;G]
0
2
o p (0;y) = el yé ! exp(—xm)
1 3/2 3 2
2 F(E)

est la valeur du semi-groupe de R, issu de 0, pris au temps 1.

Finalement, on obtient : o = F(p}_ 2“.
w T(1~p)

(2.2) Terminons ce paragraphe par deux remarques :

(i) on déduit des propriétés de scaling (2.b) et (2.c) 1'identité :

(lgi) -v

(2.d)-‘. (1) 81
Cette identité (2.d) est bien en accord avec le résultat suivant tiré du

théoréme 1, (ii)

(2.e)

Kk
-v {loi)
3 gt ;

puisque le membre de droite de (2.e) a méme loi que Tj’ pour § donné.

(i) L'égalité (1.f) ET =g AV provient de ce que, de méme qu'en (2.a), on
définit la famille continue (A% i x 2 0) au moyen de la formule :

1 o 5-1
f ds f(Y ) = « J dx x°7F a%p(x)
s H
0 0

valable pour toute fonction f : R+ — R+ » borélienne,

(1.f) découle alors de la définition de Yu = L Xu {(u=1).

Vg g



= e s v i = - pis)
= exp - L pi(s + Ei = exp - ¢l{s).
i=1

D'autre part, on a :

v
J;(deJ J du exp - {u + A(:)]
s

0

k v Ei
= ¥ p, J;.{de) J du exp - [1 + ﬁ;]u
i=1 1 ' 0 s
K 1 51
= ¥ Py PR vy ni(de)[l - exp - [1 + _BJVJ
i=1 1+ _1 s
3

k €iYu-1 X v u=1) v-1
i=1 s i=1

On a donc finalement, d'aprés (3.b)

o k
vl B J ds exp(-¢(s})¢’ (s) = exp - @(0) = exp -} piEH,
& 0 =1 !

c’est;é—dire (3.a).

E[exp - A(S):‘

(3.3) Pour prouver l'assertion (i) du theoreéme 2, il suffit de montrer,

avec les notations déja utilisées en (3.2) !'identite suivante :

Alg.) K
I i R S R )
e i=1 v i
S [.Z piTiJ
i=1

Or, en reprenant les mémes arguments que ci-dessus, il vient

Alg.) ] Alg )
E[exp - S ] = E[[ du exp - [u + 2 ]]
i I
S u

0

s A(Ts~

E&:r duexp—[u+ 5 ”
s

T

g~
oo k
ds exp ~ s | pi[l *

i=1 s

[



]

1
- pq
E[f‘{U[)J = J du f{u} ryet

5 (p*(1-u)+q°u)

Remarque : On retrouve bien les résultats de Paul lL.évy dans le cas

p=gq=1/, . c’est-a-dire que AI(I) suit la loi de 1'arc sinus, et U1 la

lei uniforme sur [0, 1]. o]

Nous donnons maintenant une description, de nature moing calculatoire, de

la loi du vecteur ((Ai{ll,i £ k) EfL

Proposition 1 : Soient X = (xl,xz,...,ka variable aldatoire distribude

uniformément sur la sphére unité de Rk, et 2.'k/2 une variable aléatojre

indépendante, suivant la loi gamma de parametre g ., ¢ est-a-dire :

k
= —1
P(2,,, cdr) = 2 ST dr/r(g).
Alors :
. (p./x. )2 22
_— . 12, (loi) i < . k/2
1) ((Al(l),l—k} H '2"81) = —Tc"‘““‘———-w——', i=k; K
T (p.x.)? Y (p./x )2
2) En conségquence :
T k . k
i) [ ¥ pz./A.(l}]”1 (1gi) [ T (p./x )2]_1

et ces deux variables, a valeurs dans (0,11, suivent la loi B(% ,E%l). c'est-

a~dire ;

k k=3
r) ) k=3
S R0 at
v I(2==)
2
. p./A. (1)
ii) (xf C o= k) Uled) kl ! Do k]
T p/A (1)
j=p 9

iii) Conditionnellement a (Ai(l} =2, i = k),% Ef a méme loi que

k

N _ 2 -1
(2a,) 2y o0 O4 @, s [j§1 pj/aj] .

Démonstration : 1) La premiére assertion découle du Théoréme 1 et des deux

remarques suivantes :

= d'une part, {2Ti D= k) (1gi) (I/Nz ;1 o3 k)

1



k
2) Au passage, nous avons ldentifié la loi de H = [ ) (;:=.1/><J}2]-1

J=1

comme ¢tant B(% .E:l) + en particuller, cette loi ne dépend pas de la proba~

bilite (pi)isk'

Bien entendu, ce résultat peut étre obtenu en dehors de toute considéra-
tion brownienne, et repose essentiellement sur les faits bien connus suivants:

d'une part, si T1""’Tn sont n variables stables, d'indice 1/ Indépen~

2?

dantes, T = ¥ pfri est également stable d'indice 1/,, et, d’autre part,
(lgiJ

17,2, ou N est une variable gausslenne, centrée, réduite.

2T N

(4.2) Transformées de Laplace.

Considérons a nouveau 1'énoncé du théoréme 1. L'idée de diviser le vecteur
(Ai(u) ;1 = k) par 83 » de facon a obtenir un résultat simple, nous est
venue tout a la fin de notre étude. Auparavant, nous avions simplement procédé
par transformation de Laplace, et obtenu les résultats suivants, qui conser-

vent néanmoins leur intérét.

Théoréme 4 : Scient « > 0 et Ej 20 (1s j=k). Alors :

k -1
- K 'E pj(a+EJ)
(4.a) E[{ dt exp - [at + 7 EJAJ(t)]] = JZI
0 J=1 L pjlavg ¥
J=1
] k u-1
(4.b) Ef| dt exp - |at + T €£.A.(g)]] = =
imp J ot k
0 J T op,(arg )M
so1 9 9

Faisons quelques commentalires, avant de démontrer le théoreéme 4 :
a) Prenons, dans la formule (4.b), Ej = £ pour tout j = k.

On obtient alors, en choisissant de plus a =1 »

L +]
E[[ dt exp -~ (t + Egt)} = (1+&) M,
0

Si 1'on note g“ # g{1) = sup{s = 1 : XS = 0}, et S une variable exponen-

tielle de paraméetre 1, indépendante de g“, on peut réécrire, 4 1'aide de la



la variable 7u étant indépendante du vecteur (Uj,j = kJ.

En utilisant & nouveau (4.c), on remarque que le membre de gauche de i'égalite

ci-dessus est égal & .

E[[I + Jgi EJUJJM“}

et, finalement, en remplacant gj par gj/a. on obtient

(a.5") ef[a +

k _ k -1
) EJUJ] “] = [ ) pJ(a+EJ)“] :
=1 j:l

¢) Lorsque 1’on compare le théoréme 1, resp : 2, a l'identité {(4.a'),
resp : (4.b'), la question suivante se pose naturellement : 1'identité (4.a’)
(par exemple) détermine uniquement - méme si 1'on considére seulement o = 1 -

la loi du vecteur (AJ(I).J = k).

Peut-on montrer directement (et simplement...} que cette loi est celle de
v
p.T,
e
p?Ti
1

o

i
comme cela est démontré dans le théoréme 1 ?
Nous alions voir qu'il en est bien ainsi.

En effet, en posant aJ = pJ et bj = p3(1+§j), cette question se raméne

aisément & la démonstration‘ae 1'identité ;

k <
T o
JEI IR ng ®5%
(4.f) E[ = } v
L b,T, L ob
ge1 I j=1

identité valable pour tout k-uple (a.b.) de couples (a.,,b.) tels
P P J'J7 =k P JJ

que 0=sa,=sb

J J’
Remarque : A priori, on ne connaissait la validité de 1’identité (4.f) que

pour des réels positifs a (= pj) satlsfalsant la condittion :

J



mesure caractéristique des excursions de X hors de 0.

Notons g, = supls =t : XS = 0},

Soit (A ,t = 0) fonctionnelle additive continue, croissante, de X,

t
telle que, p.s., dAS ne charge pas {s : XS = 0}. On a alors les formules :
v
J;(de) J dt exp - (at + A}
=] 0 t
{(4.g) E[[ dt exp - (at + At)] =
0 n(de) {1 - exp =~ (aV + Av))

(4.h) dt exp - (at + A )| = oy

g
0] t Jn(de) [1 - e V]

or V désigne la duréde de vie de 1'excursion géndrique (e{u),u = V).

o0 Jn(de) (1 - eav)
EU

Pour démontrer le théoreme 4, il suffit d'appliquer le lemme & la fonction-

nelle At =

L lnw I

£.A.{t). Alors, si l'on note n une détermination, fixée une
; JJ H

J=1

fois pour toutes, de la mesure des excursions hors de O du processus de

Bessel de dimension & = 2(i-u), on a, par exemple :

v k v
Jn(de) J dt exp - (at + At) = ng pJ Jnu(de) J dt exp - (a + Ej}t
0 0
= Z P e Jn (de) [ “(Q+EJ}V]
g=1 J (e )

k -1
= ¢ ,-Z, pJ.{wgJ)“ .

pour une certaine constante c“.

Les formules (4.a) et (4.5) découlent alors aisément de ce type de calculs.

(4.3) Un résultat asymptot ique.

Nous considérons maintenant uniquement le processus de Walsh w (u (pi)i<k)
et le pont de Walsh correspondant lorsque la probabiliteé (pl i 1 = k) est
uniforme, c'est-a-dire : p, = E {1 = k), et nous dédulsons des Théorémes 1 et

2 le résultat asymptotique suivant, lorsque kK —3 .



1/k“Ai(1) .
(4. ) : o= p] ;
v o1k’A (1)
J=1 J

converge en loi, lorsque ¥k —s w, vers :

1 D .
{4.k) {[WT P S p] i T I“(u+1)}.

Or, d'aprés la proposition 1, dans le cas brownien (v = 2), le terme qui

figure a gauche en (4.j) a méme loi que :

k[(xil))z,...,(xip))zJ

alors que le terme correspondant en (4.k) a méme loi que :
(Nf,i 5 p).

La relation avec le lemme de Poincaré est donc établie.
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