ESPACE DES PRO-p-INVARIANTS DES SERIES PRINCIPALES
EN CARACTERISTIQUE p

Rachel Ollivier

Résumé. — Soient F' un corps p-adique et n € N, n > 1. Dans ’espoir de comprendre
la semi-simplification des séries principales de GL,(F') en caractéristique p, nous donnons
celle de leurs espaces des pro-p-invariants. Ce sont naturellement des modules a droite sur
la pro-p-algébre de Hecke de GL,(F) que nous étudions grace aux entrelacements entre les
modules standards réguliers introduits dans [3]. On en déduit en particulier 'irréductibilité
des représentations de Steinberg généralisées relatives aux paraboliques maximaux.

Abstract. —

1. Notations

1.1. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p et de corps
résiduel & q éléments. On désigne par Op l'anneau des entiers de F'. On choisit 7 une
uniformisante de Op, et val la valuation normalisée par val(m) = 1.

Soit n > 1. On considére le groupe linéaire général G = GL,,, son sous-groupe de Borel
B des matrices triangulaires supérieures de tore maximal déployé T'. Nous nous intéressons
aux représentations lisses de G(F) a ceefficients dans F,. Ici, on étudie en particulier les
représentations obtenues par induction parabolique. On se référe & [3, 1.3] pour le rappel
des définitions. On ne précisera plus désormais que les représentations considérées sont
lisses.

Soit I le sous-groupe d’Iwahori standard de G(F), et I(1) son unique pro-p-Sylow :
I est I'image inverse, par la réduction modulo m, G(Or) — G(F,), du sous-groupe de
Borel B(F,) tandis que I(1) est I'image inverse du sous-groupe de B(F,) constitué des
matrices unipotentes. Les sous-groupes I et I(1) de G(F) sont ouverts et compacts. Ils
sont normalisés par 1’élément w € G(F') défini par

0O 1 0 o0

0O 0 1 o0
w=

0 ... 0 1

™ 0 0

Mots clefs. — Pro-p-algébre de Hecke, modules standards, entrelacements.
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1.2. Soit (X, XV, ®, &Y, A, AY) la donnée radicielle affine basée associ¢e a (G,B,T)
[2, 1.]. On considére le groupe X ~ Z™ comme un sous-groupe de G(F') en l'identifiant
avec le sous-groupe additif des matrices diagonales dont les ceefficients sont des puissances
de 7. On dit d’'un élément de X qu’il est dominant si c’est une diagonale de la forme
(m¥1, wv2 . V) avec vy, .0 € Z, v1 < v9 < ... < v, On note Xy, le semi-groupe
constitué par les éléments dominants de X.

Le groupe de Weyl (fini) W de G est isomorphe au groupe des permutations &,,. Cest
un groupe de Coxeter de systéme générateur Sy = {s1, .., Sp—1} ou, pour i € {1,..,n — 1},
on désigne par s; la transposition (7,7 + 1). Cette réflexion est associée a la racine simple
a; € A oil a; est la diagonale (1,...,1,7—%, 7, 1,...,1) avec 7 en position i + 1. La coracine
associée est

v

(V1 U2 v A
o (T, w2 LT e v — v

La longueur sur le groupe de Weyl fini a les propriétés suivantes : pour u,v € W,

(1) l(u) = {a € 27, u(e) € 27},

(2) O(u) +£(v) — L(uwv) = 2{a € T, v(a) € 7, uv(a) € dT}|.

Le groupe de Weyl affine est le groupe de Coxeter de systéme générateur
S = {50,51,.,8n_1} Ol 59 = wsiw L. Pour s € S, on désigne par O, : GLy — G
le morphisme associé [1]. Pour s € S, on pose

-1 0
55:(95(0 1).

Le groupe de Weyl affine étendu W s’identifie au sous-groupe de G(F) engendré par
{s1,w®!}. 1l fournit un systéme de représentants des doubles classes de G(F) modulo le
sous-groupe d’'Twahori standard |1, Proposition 2.1]. Il est isomorphe au produit semi-direct
W.X. La longueur ¢ du systéme de Coxeter affine se prolonge a W de facon a ce que le
sous-groupe engendré par w soit I'ensemble des éléments de longueur nulle |2, 1.4].

1.3. L’algeébre de Hecke HFP(G(F)v I(1)) du pro-p-Iwahori de G(F') sera notée H%). Elle
p
posséde une présentation de type Iwahori-Matsumoto rappelée dans [3, 2.1]. On note T'(F,)
le groupe des F,-caractéres du tore fini et I' 'ensemble des WW-orbites de T'(IF;). L'unité de
H%) se décompose en une somme d’idempotents centraux orthogonaux (e )~er de sorte que
p
cette algebre est le produit des Fp-algébres (—:,YH%) d’unité ey et de base (Tyy€y)

b )
T, désigne I'élément de Hg) correspondant & la double classe I(1)wI (1), avec les relations :
P

wEW,xE'y ou

a) pour X, x’ €y, X # X/, 6i = €&y & = 0, Zex = &y,
XEY

b) pour w € W, X €7, Twey = €wyTw,
¢) pour w, w' € W tels que £(ww') = £(w) + £(w'), on a Ty, Tyey = Ty,
d) pour s € S, (Ts)%ey = —Ts > x(6s)ey-
XEY,sX=X
Comme dans [3, 2.1.1], on définit pour w € W P'élément T%. Il verifie T, T, = Tt T, = 0.
Par exemple, pour s € S,

Ts>|< =T+ Z X((ss)fx
XET(FQ)v SX=X



ESPACE DES PRO-p-INVARIANTS DES SERIES PRINCIPALES EN CARACTERISTIQUE p 3

et pour w dans le groupe de Weyl affine de décomposition réduite w = s;,...s;,, on a
To=T; ..T; .
ik i1

La pro-p-algébre de Hecke posséde aussi une présentation de type Bernstein, établie par

Vignéras, et rappelée dans |3, 2.2|. Elle contient en effet une sous-algébre commutative AW

sur laquelle elle est de type fini et qui contient le centre. Le groupe W agit naturellement

sur A et ses IF -caractéres. A un tel caractere A : AL — F on associe comme dans

[3, 3.5] son dmpeau C’est un drapeau de {1,...,n} qui décrit le ‘support” du caracteére.

Le caractére induit de fagon naturelle un 'H%l)—module a gauche H%) ® 41) A que 'on note
P p

I()\) et que l'on appelle le module standard induit par A.

2. Modules standards réguliers

Soit X = X1 ® ... ® X, : T(F) — F," un caractére. L’espace des I(1)-invariants de la
série principale Indgg;x est naturellement un H%l)
vectoriel de base (f B(F)uw 1(1),x)weW ol pour tout él%ment w du groupe de Weyl fini W on
désigne par fp(pywr(1),x I'élément I(1)-invariant de support B(F)wlI(1) et de valeur 1?,,

en w.

-module & droite. C’est un Fp-espace

Soit Ay : AL — Fp le caractére régulier de drapeau dominant associé & X par [3,

1)

4.1.2]. D’apres 4.1.3 loc.cit, on a un morphisme de ’H% -modules

P

(3) I(Ax) — [(ndG00) D]y, 0 — Famyia).x

ou ¢ désigne le générateur canonique du module standard induit par Ay. (Pour M un

H%)—module a droite, on note [M]g le 'H%l)—module a gauche qu’il définit naturellement,
p p

voir par exemple 1.1.3 loc.cit).

2.1. Entrelacements entre modules standards réguliers et condition d’isomor-
phisme. — On se donne w € W et 'on note ¢, le générateur canonique du module
standard induit par w.Ay. On pose p = w.Ax. Soit i € {1,...,n — 1}.

Proposition 2.1. —

1. Sil(s;w) = l(w) + 1, alors le morphisme de Hg)—modules suivant est bien défini

(4) I(Si'u) - I(H)v Psiw T Pw-

2. Si l(wls;w) = 1 et le caractére X n'est pas firé par Uaction de w™'s;w, ou bien si
l(w=ts;w) > 1, c’est un isomorphisme.

Corollaire 2.2. — Si{(w™'s;w) =1 et le caractére X n’est pas fizé par w™'s;w, ou bien

si l(wts;w) > 1, les modules standards induits pas w. Ay et s;w. Ay sont isomorphes.

Preuve de la proposition. — Soit i € {1,...,n — 1} tel que ¢(s;w) = ¢(w) + 1. D’aprés la
relation (2), la racine w™!(q;) est positive donc il existe k € {2,...,n} tel que w(k) =i+ 1
et que ¢ n’appartient pas a ’ensemble

I ={w(k),...,wn)}

qui figure dans le drapeau de u = w.Ax. Par conséquent, I'hypothése 1 de [3] est vérifiée

(1)

et le morphisme de HF -modules (4) est bien défini d’aprés le Lemme 5 [oc.cit.
p
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— Supposons que £(wts;w) > 1. Cela signifie que w™'(i) # k — 1 et k > 2. Ainsi,
I U {i} est distinct de l'ensemble {w(k — 1),w(k),...,w(n)}, unique ensemble de
cardinal n — k + 2 figurant dans le drapeau de p. Par conséquent, la constante
Bir(p) = p(Eq- {z+1}) (Erugy)n(Er)~" est nulle.

— Supposons que £(w~!s;w) est de longueur 1. Alors w='(i) = k—1et £(w ™ s;w) = sp_1.
La constante (3; r(u) est alors égale a

Bi1 (1) = Ac(Bper1,.ny) Xn—1 (1) X () = p(E1) X1 () X5, ().

Si X n’est pas fixé par 'action de si_1, alors ou bien sa restriction au tore fini n’est
pas fixée par si_1, ou bien Xj_1(m) # X(m) de sorte que G; (1) # p(Er) .
Dans les deux cas, I'une des hypothéses 2 et 3 loc.cit est vérifiée et par la proposition 8,
le morphisme (4) est un isomorphisme.
O

2.2. Modules standards et induction parabolique. — Soit ) un sous-groupe pa-
rabolique de G contenant B. On note Ag l'ensemble des racines simples associées, Wo
le sous-groupe de W engendré par les réflexions correspondantes et wo lelement le plus
long de Wg. On rappelle que c’est un élément d’ordre 2. Il vérifie wyg (AQ) c o

w(? (A —Ag) C . Comme dans [4, Définition 6] on définit Dy comme 'ensemble des

w € W tels que w(Ag) C ®T. Clest un systéme de représentants des classes a droite
Wo\W.

1)

D’aprés la proposition 2.1, on a un morphisme de 'H%
P

-modules défini par
I(wf Ax) — Ix). e 0 — Tiop

que 'on compose avec le morphisme (3) pour obtenir un morphisme

(5) 1w M) — (G0 Dlg. @0 — Fan.cThe

On suppose que le sous-groupe parabolique @ est adapté au caractére X c’est-a-dire que

le caractére X est fixé par l'action des éléments de Wg. On note alors p le caractére de

() défini par X. L’induite parabolique IndQE F; p s’identifie & une sous-représentation de la

G(F)

série principale Ind B( F)DC Son espace des I(1)-invariants a pour base (fo(rywi(1),0)weDg-

Lemme 2.3. — Dans (Indgg;X) @ on a JTo(F)(1),p ZweWQ p(W) fB(FywI(1),X-

Démonstration. — On a Q = BWgB donc Q(F)I(1) = B(F)WgB(F)I(1) et 'on vérifie
alors aisément que Q(F')I(1) = B(F)WgI(1). On conclut en notant que pour w € Wy, on

a four),,(w) = p(w).
|

Lemme 2.4. — Pour tout w € Dg, l'action a droite de T, € H%) sur ’élément 1(1)-
p
invariant fo(ryr(1),p (IndGEI};;p)I(l) est donnée par :
far)11),0-Tw = forywi).p-

En particulier, U’élément foryi(1),, engendre le H%l)—module a droite (IndQEFg ) Q).
p
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Démonstration. — Le support de I'élément I(1)-invariant fo(ryr(1),,-Tw est contenu dans
Q(F)I(1)wI(1) = Q(F)wlI(1). Pour démontrer I’égalité demandée, il suffit donc de prouver
quil vaut 1z en w. On décompose I(1)wI(1) en classes a droite I( Jwl(1) =11, I(Nwz
Alors

o)1), Twl(?) = Z forra,e(? z ™).
T

Par unicité de ’écriture dans la décomposition de Bruhat G = QDgU, on montre que si
wrtw™t € Q(F)I(1) alors c’est que I(1)wz = I(1)w done [fopyr),-Tw)(w) = Ig -

O
Lemme 2.5. — L’image de p(wgg)gowg par le morphisme (5) est égale a [’élément
0
fawy.,e
Démonstration. — On désigne par Hq la sous-algebre de H%lp) engendrée par (ex)xeT(Fq)

et les (Tw)wew,- Par hypothése, la restriction xo de X au tore fini est fixée par I'action
de tout élément de Wg, donc €,, commute avec les éléments de Hg. Pour toute réflexion
si€ Wg,onaT* QTS = 0. Ainsi, 'idéal a droite de Hg engendré par fxoT 9 est égal a la

droite dirigée par cet élément. Nous allons montrer 1’égalité suivante dans I’ algebre Hg :

(6) pwd) e Tia = Y exo p(w) T
0
'LUGWQ

On en déduit aisément le lemme en remarquant que ’action a droite de ¢, fixe I’élément
I(1)-invariant fp(pyr1),x ([3] Preuve de la proposition 7) et en appliquant les lemmes 2.3
et 2.4.

Notons Y le terme de droite de (6). Pour montrer qu’il est égal a celui de gauche on vérifie :
a/ pour toute réflexion s; € W, on a T,,;Y =0, puis b/ Y est dans l'idéal a droite de Hg
engendré par GXOT:]Q' Pour conclure, il suffit alors de noter que le coefficient de Y selon

0

EXOTw(c),g est égal a p(w(?) c’est-a-dire & celui de p(w(?)eXOT:;g2

a/On note v l'orbite de xo sous l'action de W et ey 'idempotent central lui correspondant. Pour s; € W on a

Tg,ey = Ts;eq + Z x(s;)ex
XEV>SiX=X

Ainsi Tfl €y = =D yen,s;x=x X(0s;)exTs;. Soit s; € Wq. Remarquons que p(s;) = x0(9s;)-

Ts,Y Z plw)exoTs;w — Z p(w)exy |: Z X(asi)ﬁxj| T

weWq weWq XEY,8i X=X
£(s;w)=L(w)+1 £(s;w)=L(w)—1
= Do x0(s)p(w)ex Tw — > pw)exoxo(ds,)Tw
weWq weWq
2(sjw)=L(w)—1 £(s;w)y=L(w)—1
= 0.

b/ Pour s; € Wq, on a ex T3, = exoTs; + Xx0(ds;)exo, donc Y = ey, Y = x0(0s;)(exoT5,Y — €xTs,Y) =

x0(0s; )exo oY = p(si)exo T3, Y. Ainsi, par récurrence a l'aide d’une écriture réduite de wg?, on obtient Y

p(wOQ)eX0 T*,Y qui appartient & I'idéal & droite de Hg engendré par ey, 7™ .
Wo Wo

O

On déduit des lemmes 2.4 et 2.5 :

Proposition 2.6. — Le morphisme de H%l)
p

[(Indgy ) ) Mg

-modules (5) a pour image [’espace
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On retrouve le fait que le morphisme (3) est surjectif. On a méme :

Proposition 2.7. — Le morphisme (3) est un isomorphisme.
(1)
espace vectoriel de dimension n!. Le sous [F,-espace vectoriel de I(Ay) engendré par les

Démonstration. — 11 suffit de s’assurer que le H—’-module standard I(Ax) est un Fp-

{Twe}wew est stable sous l'action des éléments €, x € T(Fq), et Ty,. Pour achever de
1)
Fp

car H%l) est engendrée par {e,, x € T(Fq), T,,, T} et T? agit par multiplication, par un

montrer que c¢’est un H-’-module, il suffit de vérifier qu’il est stable sous 'action de T,

scalaire non nul. Or on a la relation suivante : pour tous wg € W, y, 2 € Xgom tels que la
diagonale =1 = diag(m, 1, ...,1) s’écrit woyz_lwal,

(8) T T, = Txl—lony'
Ainsi, et en écrivant w = $,,_1...828121, on a
T, Ty, T, = Twl_lony =Ts, 1..s1woly-

(1)

Puisque z et y sont dominants, ’action de cet élément de HF sur le générateur canonique
p

¢ du module standard est :
x(Z)TwTwOQD = x(y)Tsnfl-..mwo‘P

ainsi, T,y appartient a ’espace vectoriel engendré par les {T,,¢}wew qui est donc un

sous—H%l)—module de I(Ax). Puisqu’il est engendré par ¢, il est égal & I(A\y) tout entier qui
p p—

est donc un [Fj-espace vectoriel de dimension n!.

Preuve de la formule (8) : pour les calculs de longueurs dans le groupe de Weyl affine
étendu, on se réfere a [2, 1.4] ou bien & (Bourbaki GAL VI 1.) Le terme de gauche de
légalité (8) est égal & Ty, car z est dominant donc £(wgz) = £(wg) + £(z). Si 'on montre
que Von a £(x7 wo) + £(y) = £(x]  woy) alors 'égalité sera démontrée car son terme de
droite sera Txl—lw = Ty,-- Pour toute racine positive o« € ®* et tous x € X, w € W on
pose

0y

[ (oY, 2) si w(a) € dt,
nfa, wr) = { (aV,z)+1 si w(a) € P .

On a l'égalité £(z; two) + £(y) = £(x] woy) dés que n(a, wozy™t) et n(a,y) ont méme
signe au sens large pour tout a € ®F, cest-a-dire dés que n(a, wozy ) > 0 pour tout
a € ®*. Soit a une racine positive. Puisque zy~! est conjugué a la diagonale xfl, on a
toujours 1+ (¥, zy~1) > 0. D’autre part, Uentier (a",zy™") est égal a (woa)" (27") et ne
sera strictement négatif qu’a condition que wy(a) € .

U

3. Espace des I(1)-invariants des séries principales

3.1. On désigne par Q« le parabolique standard maximal adapté & X, et par Q C @y un
parabolique adapté a X. Soient Ax et Ag les ensembles de racines simples respectivement

associés. On note p le caractére de Qo défini par X. Nous allons montrer que le H%)—module
p
& droite suivant est irréductible :

G(F) NI(1
9) (g

GF)
2 @xoroedgpp)' ™
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ol R décrit 'ensemble des sous-groupes paraboliques contenant strictement @ et inclus
dans Q).

On définit le sous-ensemble Dg x de D¢ des éléments w tels que w1 (Ag) C ®F et
w™(Ax — Ag) C ™. Le sous-ensemble

0.x = {wew, wfl(AQ) CO et w Ay — Ag) C o}

n’est autre que (Dg x)wo ot wy désigne I'élément le plus long de W. L’élément le plus long
wg? de Wq appartient & D, . Il vérifie E(wgg) + ﬂ(wggw) = {(w) pour tout w € Dy, .
Remarquons que l'on a

Do-Dox= |J D=

QxDR2Q

Par le principe d’inclusion-exclusion (comparer Dq « avec le Dq tin, de [4]) on obtient :
Proposition 3.1. — Le Fp-espace vectoriel (9) est de dimension |Dg x|.
Lemme 3.2. — Soit w € Dg oy etic {1,...,n — 1}. On suppose que

{K(wsi) = f(w) -1

(10) Uws;) = Lwd)+ wQws;).

Alors ws; € DCE,DC'

Démonstration. — L’égalité £(ws;) = £(w)—1 implique w(a;) € &~ donc w(Ax—Ag) €
DT N (@T) et (ws;) H(Ax — Ag) C ®F. De méme, puisque £(ws;) = E(wg)) + E(wg)wsi),
on a ws;(a;) € Ag. Ainsi, w1 (Ag) C @~ N s;(®7) done (ws;) H(Ag) C .

U

Proposition 3.3. — Soit w € Dé x- Les H%l)-modules standards induits par wgg.)\x et
’ p

w™ L Ay sont isomorphes.

Démonstration. — Nous montrons la proposition par récurrence sur la longueur de w c’est-

a~dire sur celle de wg) w. Si cette derniére est nulle, c’est clair. Soit w € Dé x tel que

E(wgzw) > 1. Nl existe i € {1,...,n — 1}, tel que E(w(?wsi) = E(wggw) — 1. Montrons que les
hypothéses du lemme 3.2 sont vérifiées : £(ws;) < E(w(?)—l—f(wg’?wsi) = E(wgg)—i—ﬁ(wg)w)—l =
l(w) —1 donc £(ws;) = £(w) — 1. D’autre part, E(wg)) —I-f(w(?wsi) = E(wg)) —I—K(wgw) —1=
l(w) — 1 = ¢(ws;). Par conséquent, ws; appartient a D, x- Par hypothese de récurrence,
les H%)-modules standards induits par w(? Ay et s;w Ay sont isomorphes. Reste a

montrer qu’ils sont isomorphes au module standard induit par w=!.\y. 11 suffit pour cela
d’appliquer le corollaire 2.2 : en effet, si ws;w™"' est de longueur 1, il est de la forme sy,

avec k € {1,...,n—1} et I'on a (ws;) "' (ag) = —w™(ay). Puisque w et ws; sont tous deux
dans Dg c’est que ay € Ay donc ws;w™ ! ne fixe pas le caractére X. O
Corollaire 3.4. — Un quotient non nul du H%l)—module standard induit par wgg./\x est

P
de dimension supérieure ou égale a |Dg x|. St on a ’égalité, ce quotient est irréductible.

De la proposition 2.6 on déduit que le H%l)

P

-module & gauche correspondant au module

(9) est un quotient du module standard (wg2 Ax). Puisqu’il est de dimension |Dg x| on a
obtenu :

Corollaire 3.5. — Le H%l)-module a droite (9) est irréductible.
p
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Avec [4, Proposition 11| on en déduit :

Corollaire 3.6. — Si Q) est un parabolique mazximal, la représentation de Steinberg géné-
ralisée
G(F)
Ind 1
Lar)

est 1rréductible.
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