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Résumé

Soit F' un corps p-adique. On ne connait pas les représentations lisses irréductibles
modulo p de GL,,(F'). Mais il est tentant de conjecturer que le foncteur des invariants
par le pro-p-Iwahori I(1) les identifie avec les modules simples a droite de 'algébre
de Hecke HFP(GLH(F), I(1)).

Dans le cas n = 2, on connait les HFP(GLH(F ), I(1))-modules simples ayant un ca-
ractére central. Parmi ceux-la, on distingue les modules que 1'on appelle "supersin-
guliers" : ils ne correspondent pas, via le foncteur des invariants par le pro-p-Iwahori,
a des sous-quotients d’induites paraboliques de GLo(F') (Vignéras, 2001).

Nous considérons le cas n = 3. Il s’agit de donner la classification des Hg, (GL3(F),I(1))-
modules simples ayant un caractére central et de décrire conjecturalement ses mo-
dules supersinguliers. On remarque alors que ’ensemble de ces modules supersingu-
liers est en bijection (non unique) avec ’ensemble des représentations irréductibles

de dimension 3 du groupe de Weil de F.
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Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p, de corps résiduel
a q éléments. Dans une premiére partie, on rappelle que la F,-algébre de Hecke du pro-
p-Iwahori de GL3(F’) se décompose en un produit d’algébres de Hecke de type “Iwahori”,
“régulier” ou “semi-régulier” (1.4).

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude des modules simples de la Fp—algébre de Hecke-
Iwahori de GL3(F'). L’algebre de Hecke-Iwahori complexe est un module libre de rang
6 sur sa sous-algebre commutative de Bernstein. Les modules induits par les caractéres
de cette sous-algébre s’avérent fondamentaux pour la détermination des modules simples
de l'algebre de Hecke-Iwahori complexe (Rogawski). Soit R un anneau unitaire, on note
Hp la R-algébre de Hecke-Iwahori. On ne dispose plus de la présentation de Bernstein
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lorsque ¢ n’est pas inversible dans R. Toutefois, la R-algébre de Hecke-Iwahori possede
une présentation dite “de Bernstein entiére” (Vignéras, 2002), qui permet d’exhiber une
sous-algebre commutative Ag sur laquelle Hgr est de type fini. On appelle R-modules
standards les Hg-modules induits par les caractéres de Ag. Si R est un corps algébrique-
ment clos, tout Hr-module simple ayant un caractére central est quotient d’'un R-module
standard. La semi-simplification des F,-modules standards (2.5, 2.6, 2.7) fournit donc la
classification des Hﬁp—modules simples ayant un caractére central. Cette classification est
donnée en (2.2).

Parmi les Fp—modules standards, on observe en particulier ceux dont le caractére central
est “aussi nul que possible” : ce sont des F,-espaces vectoriels de dimension 12 et non 6
(2.7). Leur étude montre qu'’il existe des Z,-modules standards qui ne sont pas des Z,-
modules libres. Ainsi, il apparait que 1'algébre de Hecke-Iwahori générique n’est pas un
module plat sur sa sous-algébre commutative de Bernstein entiére.

Dans la troisiéme partie, on étudie le cas régulier. Soit y : [ — F; un caractere lisse du
sous-groupe d’Iwahori standard de GL3(F') que I'on suppose régulier : son orbite v sous
I’action du groupe des permutations G5 posséde 6 éléments.

L’algebre de Hecke Hg (7) = Mg, (GL3(F), x%«,xl> contient une sous-algébre commutative

B, isomorphe au produit d’algébres @X/@HFP(GL;),(F ),x') (3.2). Tout Hy, (7v)-module in-

duit par un caractére de B, (appelé module standard pour Hg, (7)) posséde un unique

quotient irréductible. La mise en place de ces résultats est ici faite pour GL3(F) (3.4),

mais elle est fidélement transposable & GL,,(F') pour n quelconque. La classification des

Hz, (GL3(F), EE X')-modules simples ayant un caractére central s’obtient en déterminant
X'€v

le quotient irréductible de chaque module standard pour Hg (7). Elle est donnée en (3.3).

Parmi ces modules, ceux dont le caractére central est “aussi nul que possible” sont de

dimension 3. On en déduit en particulier que P'algebre Hg (GL3(F'), @ x') n’est pas iso-
P X'€v

morphe & une algebre de matrices carrées de taille 6 et que pour toute transposition

s € B3, les induites compactes ind?L3(F) X et ind?L3(F)sX ne sont pas isomorphes comme
F,[GL3(F)]-modules.

Enfin, le cas semi-régulier est traité dans la quatriéme partie. Soit y : [ — Fp* un caractére
lisse du sous-groupe d’Iwahori standard de GL3(F') que 'on suppose semi-régulier : son
orbite 7 sous 'action du groupe des permutations G3 possede 3 éléments. L’algébre de
Hecke Hz (GL3(F), X%’YX/ ) est isomorphe a l'algébre des matrices carrées de taille 3 sur

Panneau Hg (GL3(F), x). Par des calculs élémentaires, on obtient une présentation par
générateurs et relations de l'algebre de Hecke Hg (GL3(F),x) (4.1) puis la liste de ses
modules simples ayant un caractére central (4.2).

On a ainsi déterminé les modules simples de l'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de
GL3(F') ayant un caractére central. Parmi eux, on distingue ceux dont le caractére cen-
tral est “ aussi nul que possible”. On les appelle supersinguliers. Ce sont des IFp-espaces



vectoriels de dimension 3.

Dans une cinquiéme partie, on observe une coincidence numérique propre a nourrir I’es-
poir d’une correspondance de Langlands modulo p. On fixe z € Fp* et un Frobenius
géométrique du groupe de Weil de F. Entre I’ensemble fini des classes d’isomorphisme
des Hz (GL3(F), I(1))-modules simples supersinguliers, tels que I'uniformisante agit par
multiplication par z, et ’ensemble fini des classes d’isomorphisme des représentations irré-
ductibles de dimension 3 du groupe de Weil de F', telles que le déterminant du Frobenius
géométrique est égal a z, on peut trouver une bijection compatible avec la torsion par le
caractére fondamental de F** (5.3).

1 Rappels et notations.

Toutes les représentations considérées sont supposées lisses.
1.1 On pose G = GL3(F).

On désigne par Op l'anneau des entiers de F' et par O} le groupe des éléments inver-
sibles de Op. On choisit 7 une uniformisante de O, et val la valuation normalisée par
val(m) = 1. On fixe Q, une cloture algébrique de Q. Soient Z, son sous-anneau des entiers
algébriques, et F), son corps résiduel. On note 'g, Z, — Q, T'inclusion, r, : Z, — F), la
réduction.

Le groupe des permutations &3 est un groupe de Coxeter de systéme générateur {si, s}
ou, pour i = 1,2, on désigne par s; la transposition (i,7 + 1). On considére &3 comme
un sous-groupe de GG en identifiant un élément de G5 avec la matrice de permutation lui
correspondant. L’action par conjugaison de &3 sur T'(F,) fournit une action de &3 sur le
groupe T'(F,) des caractéres de T(F,) a valeurs dans .

On désigne par R un anneau commutatif unitaire d’unité 1. On notera parfois gg = ¢.1g
pour évoquer le fait que ¢ s’annule dans un anneau R de caractéristique p. Lorsque R est
de caractériostique nulle, on ne distinguera pas q et ¢g. Si R contient une racine g—1°™° de
P'unité, I'ensemble des R-caractéres de T(IF,) s’identifie avec le groupe T'(F,). On suppose
désormais que R contient une racine ¢ — 1°™¢ de l'unité et gr — 1 est inversible dans R,
hypothése que nous allons noter R D {u,-1,(q — 1)}

1.2 Pour les rappels au sujet des algébres de Hecke, on se référe a (Vignéras, 2001, A.1)
et (Ollivier, 1.1). Toutes les représentations considérées sont lisses : les stabilisateurs des
points sont ouverts. On appelle caractére une représentation de dimension 1.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et o : K — GL(V) une R-représentation de
K de type fini sur R. On note ind%-o I'induite compacte de o & G. Elle s’identifie & 1’espace



des fonctions a support compact f : G — V vérifiant f(kg) = o(k)f(g) pour tous k € K,
g € G, muni de la translation a droite, (go.f)(g9) = f(gg0) pour tous g, go € G. L’algébre
de Hecke Hp(G, o) est l'algébre des entrelacements Hy(G,0) = Endpig)(ind% o).

On suppose que o est un caractére. L’algébre de Hecke de o s’identifie avec la composante
(K, o)-isotypique de ind%o munie du produit de convolution décrit par (Vignéras, 2001,
A.1). Une base de l'algébre de Hecke de o est l'ensemble {T},,, g € K\S,/K} ou S,
désigne le support de 'algébre de Hecke de o et T}, 'élément de la composante (K, o)-
isotypique de ind%o de support KgK et de valeur 15 en g.

Si o est le caractére trivial de K, on note Hg(G, K) son algébre de Hecke et on 'appelle
la R-algebre de Hecke de K. Le support de Hg(G, K) est égal & G tout entier et 'on
notera simplement 7}, ’élément T, ,.

1.3 Soit I le sous-groupe d’Iwahori standard de G, et (1) son unique pro-p-Sylow :

OF* OF OF 1+7TOF OF OF
I = 7TOF O} OF ) ](1> = 7TOF 1+7TOF OF
7TOF 7TOF OF* 7TOF 7TOF 1—|—7TOF

Ce sont des sous-groupes ouverts et compacts GG. On définit 1’élément

010
w=1001
700
Il normalise I et I(1). Le quotient //I(1) s’identifie avec le tore fini T'(F,). Ainsi, puisque

R D {pg-1,(q — 1)}, I'ensemble des R-caractéres de I triviaux sur I(1) s’identifie avec
T(F,).

Remarque 1 Le sous-groupe /(1) de G étant un pro-p-groupe, toute F,-représentation
non nulle de G admet un vecteur non nul invariant par I(1) (Barthel, Livné, 1994, Lemme
1). Ainsi, tout [F,-caractére de [ est trivial sur I(1).

Proposition 1 Soit x € T(Fq) un caractere du tore fini que l'on identifie avec un F,-
caractére de I. On a un isomorphisme de F,[G]-modules

ind¥ sys1x — ind¥x

f178281X — wf[vX’

ot pour x' € T(Fq), on désigne par f1 .+ Uélément de linduite compacte ind$y' de support
I et de valeur lg, en l'unité de G.



Preuve L’élément w qui normalise I et (1) agit sur T'(F,) comme la permutation s,s;
donc fry sy €St un élément de ind¥ sys1x propre pour l'action de I pour la valeur propre
x- Ainsi le morphisme de F,[G]-modules 7 est bien défini. De plus, fru sy = @ fT.s051x
est un élément générateur de ind%s,s,x. Donc 7 est un isomorphisme.

14

Définition 1 Soit y € T(Iﬁ‘q). On note v Uorbite de x sous Uaction de &3 et 0., la R-

représentation de I triviale sur I(1) définie par @ x'. On dit que x ety sont
X'€y

— réquliers si vy est de cardinal 6,

— semi-réguliers si vy est de cardinal 3.

Sinon, v est de cardinal 1 et l’on est dans le cas Twahori.

Notons que si ¢ = 2, seul le cas Iwahori existe ; si ¢ = 3 seuls les cas Iwahori et semi-régulier
existent.

Le corollaire 4 de (Vignéras, 2003) se traduit pour GL3(F') par la proposition suivante :

Proposition 2 Il existe une famille d’idempotents centrauz orthogonaux (€ ) er, indexée
sur ’ensemble I' des S3-orbites de T'(IF,) telle que 'unité de l'algébre de Hecke Hr(G, 1(1))
est la somme de ces idempotents :

1= Y e € Hp(G,I(1)).

yel’
Pour v € I', on a lisomorphisme de R-algébres Hp(G,0,) ~ e, Hr(G,1(1)).

De plus, pour v, v orbites réquliéres (resp. semi-réguliéres, resp. de cardinal 1), les al-
gebres Hp(G, 0,) et Hr(G,0./) sont isomorphes.

La derniére assertion de la proposition provient de (Vignéras, 2003, 1.3, Exemple 3).

2 Modules simples en caractéristique p sur l’algébre de Hecke-Iwahori de
GL3(F)

Soit x € T(Fq). On suppose que l'on est dans le cas Iwahori c’est-a-dire que x est fixé par
I’action du groupe des permutations &3. D’aprés la proposition 2, I’étude des Hﬁp (G, x)-

modules simples se raméne au cas ol x est le caractére trivial 1 € T(Iﬁ‘q). Nous allons
donc étudier les Hg (G, I)-modules simples.

2.1 Présentations de 'anneau de Hecke-Iwahori.

2.1.1 Présentation de Iwahori-Matsumoto. On désigne par X le sous-groupe de GG



constitué des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont des puissances de
I'uniformisante 7. Soient vy, vq, v3 € Z. L'élément x = (71, 72, 7%3) € X est dit dominant
si v1 < vy < ws. On note Xy, 'ensemble des éléments dominants de X.

Le groupe de Weyl Wy de G est le groupe de Coxeter (Ss, {s1, s2}). Il agit naturellement
sur X. Le groupe de Weyl affine W, de G est le groupe de Coxeter de systéme générateur
S = {so, 81, 82} avec sg = wsjw . Le groupe de Weyl affine étendu de G, noté W, est
le produit semi-direct Wy.X. Il s’écrit aussi < w > .W, ol w normalise W,. Ainsi, la
longueur ¢ du systéme de Coxeter (WW,,S) se prolonge a W de facon a ce que le groupe
cyclique < w > soit ’ensemble des éléments de longueur nulle (Lusztig). On considére
P’action de W sur X qui se factorise par celle de W,

Nous rappelons les résultats de (Iwahori, Matsumoto). Pour w € W, on désigne par T},
I’élément de la R-algébre de Hecke-Iwahori de G correspondant a la double classe Twl
(1.2).

Remarque 2 Dans I'isomorphisme Hr(G, I) = e1(Hgr(G, I(1)), 'élément T,, est envoyé
sur 77V ott TM est 1'élément de la R-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori correspondant
a la double classe Twl.

La R-algébre de Hecke Hg(G, I) est le R-module libre de base {7}, w € W} vérifiant
(1) Les relations de tresse, T,y Toy = Ty, st w,w’ € W vérifient {(w) + ((w') = {(ww').
(2) Les relations quadratiques, T? = (qg — 1)Ts + qg, pour tout s € S = {sq, 51, 52}

On note Hp cette algébre. Elle est engendrée par T+! et T, avec les relations

(T51 + 1)(T51 - q) = 07 Tw3T51 = TslTw3a T81T82T51 = T52T51T827 (1)
ou Ty, =T, 'T,,T,,. Onaaussi T,, =T,T,T," (2)

2.1.2 Présentation de Bernstein entiére pour ’anneau de Hecke-Iwahori de
GL3(F).

Pour w € W, on désigne par E,, 'élément correspondant de la base de Bernstein entiére
du Z-anneau de Hecke-Iwahori, construite dans (Vignéras, 2002).

Remarque 3 Supposons que gg est inversible dans R. Alors on a un morphisme injectif
de R-algébres R[X]| — Hpg, x — 0, tel que, pour tout z € X élément dominant, 6, est
égal a q,}e(m)/ T, (Lusztig). Pour w = woz € W = Wy.X, élément E,, est alors défini
dans Hg par

B, = gl{@-twon2y o

Notation 1 Pour I C {1,2,3}, on désigne par x; la diagonale constituée de 7 en les
coordonnées qui appartiennent a I et de 1 ailleurs . Lorsque I est le singleton {z]:, on
notera simplement z;. D’aprés Uappendice de (Vignéras, 2002), la longueur de z; € W est



égale a |I](3 — |I|). Pour I C {1,2,3}, on désignera 'élément E,, par E;. Par exemple,
Ef13) est égal a élément central inversible T72.

Pour tout i € {0, 1,2}, on pose
T" =T, +1-qn

D’apres les relations quadratiques, on a T, T} = qr. On a (voir (Ollivier, Exemple 1))

E{l} = TS*lTS*Q ws E{2} = TS*QTwTsla E{3} = TwTslng; (3)
Buoy =TiTiT2, Epsy =Tr 12Ty, Eps =T2T,,T, (4)

Le résultat suivant est un cas particulier de (Vignéras, 2002, Théoréme 1).

Théoréme 3 1) L’ensemble {Ey}, o constitue une base de la R-algébre Hp.
2) La R-algébre Hg contient la sous-algébre commutative Ap de R-base {E,,x € X}.
Cette derniére est de type fini, engendrée par

Efiysy, Er, pour 0 C I C{1,2,3}
avec les relations : pour I,J C {1,2,3},
EE, — qglujl_|I|)(|IUJ|_‘JDEIQJEIUL]. (5)
3) Le centre de Hy est la R-algebre de type fini Z[q|[ T3, Z1, Zy ], ou
Zy = Epy + By + By, Zy = Epgy + Epgy + Eqay.
L’algébre Hg est de type fini sur son centre.

Remarque 4 Supposons que gr est inversible dans R. Alors Ag n’est autre que la sous-
algébre commutative de Bernstein, c’est-a-dire 'image par le morphisme injectif de R-
algébres R[X| — Hpg, x — 0,. Elle est égale a la sous-R-algébre commutative de Hg des
polynomes de Laurent R[0E!, 6= 6=1].

T1 ) X2 ) VX2

2.2 Classification des HFp-modules simples. Soient y,y € F,, 2z € Fp*. On désigne
par u(z,y,y’) le caractére du centre de HFP déterminé par :

TS 2, 2y y, Zor— .

On dit de p(z,y,y") qu'il est régulier si yy' # 0, singulier sinon. Dans le cas particulier
ou (y,y") = (0,0) on dit que pu(z,y,y’) est supersingulier. Nous donnons maintenant une
liste de Hﬁp—modules ayant un caractére central égal & u(z,y,y’). Pour décrire I'action de

HFP, il suffit de définir les actions de T, et T, car {Ty,, T} est un systéme générateur
de HF .
P



Hg -modules de caractére central p(z,y,y’) régulier :
o Ks(z,y,vy) de base {u, T, ,u, T?u,v, T,v, T?v} avec
T, (u) =v, T (Twu> = yy,_lTaQ)U? T, (Tﬁu) = _Tﬁuv
T, (v) = —v, Ty (Tv) =y 2z T%u, T, (T*)=-T>.

o Ms(z,y,y') de base {uy, T,uy, T2u; }, avec y? = 2y.

L’action de Hf est donnée par Ty,uy = 0, Ty, Tous = Y2 TPuy, Ty, TPy = —T2u;.

Si y3 = 2, alors M3(z,y,y’) a pour sous-module le caractére de base y?u; +yT,uy + 71 2u;

suivant :

Ml(oay) : Tw - Y, TSI — 0.

Le quotient obtenu est isomorphe a My(y) de F,-base {wy, T,,w;} déterminé par
T,wy =0, T, T,w, = —yw; — T,wy, T?w, = —y*w, — yT,w;.

o Ms(z,y,y) de F,-base {ay, Ty, T2, } avec y? = zy.
L’action de Hg est donnée par Ty, iy = iy, Ty, Tty = —y' 2 20y, Ty, T2y, = —T2a,.
Si y® = z, alors Ms(z,y,%’) a pour sous-module le module M,(y) de F,-base {o, T, }
avec 771 = y2@1 - ywabl et Tslﬁl = —171 - y_lTwﬁl, TslTwﬁl =0 Ti’&l = —y2’(71 - yTwﬁl.
Le quotient obtenu est le caractére

M (-1,y): T, -y, Ty, — —1.

e Ni(z,y,y) de Fy-base {uy, T,ug, T2us}, avec y' = y2.
L’action de Hg -est donnée par Ty, up = Y2z TPy, Ty, Tous = 0, Ty, T?uy = —T2us.
Si y® = 2z, alors N3(z,y,%') a pour sous-module le caractére M;(0,y) de base y?us +
yTus + T2us. Le quotient obtenu est isomorphe & Mo (y).

o Ni(z,y,y) de Fy-base {iy, T)ii, T2y} avec y' = y>.
L’action de Hg est donnée par Ty iy = —yz T 20y, Ty, T, iy = —T,ty, Ty, T iy =
Si y* = z, alors N3(z,%,y') a pour sous-module est le Hg -module de F,-base {0a, T, 02}
avec Uy = yT, iy — Tty qui est isomorphe a Mo(y). Le quotient obtenu est le caractére
Ml (_17 y) :

Hg -modules de caractére central u(z,y,y’) singulier, non supersingulier :

o Ls(2,y,0) de base {v, T,v, T?v,w, T,w, T2w} avec Ty,v = 0, Ty, T,v = Tyw, Ty, T?v =
—T2v, Ty, (w) = yz"'T?v, T, Tow = =T ,w, Ty, (T?w) = —T?w.

o Lg(2,0,9) = {v, Tv, T?v,w, T,w, T?w}. Ty, (v) = w, Ty, (T,w) = 0, Ty, (T20) = —T2v,
Ty (w) = —w, Ty (T,w) =y 27T, T,, (T?*w) = —T w.

Hg -modules de caractére central supersingulier 1(2,0,0) :

e P3(z2) a pour Fy-base {u, T, u,T?u}. L’action de T, donnée par Ty,u = Ty, T,u = 0,

TsleU = —T2u.
e P3(2) a pour F,-base {v, T,v, T?v}. L’action de Ty, donnée par Ty, v = —v, Ty, T,,v = 0,
T, T2v = —T>.



L’observation du caractére central et de la trace de I'action de T, montre que deux Hy -
modules de dimension 6, 3 ou 1 de la liste précédente ne sont pas isomorphes.

Soit y € Fp*. Remarquons qu'un élément du noyau de ’action de T, +1 sur le Hﬁp—module
M, (y) est envoyé par T, dans le noyau de I’action de Ty, . En revanche, I'image par T, du
noyau de I'action de T, + 1 sur M,(y) n'est pas un espace propre pour action de Ty, .
Par conséquent, les Hy -modules M>(y) et M,(y) ne sont pas isomorphes.

Théoréme 4 a) Soient y,y’ € F,, z € F . Un Hgy -module simple ayant un caractére
central égal a pu(z,y,y') est isomorphe a lun des H— -modules de la liste suivante :
Mi(0,y), Mi(=1,y), My(y), Ms(y) avec y # 0,y = 4*, 2 = ¢,
Ms(2,9,9'), Ms(2,9,y') avecy #0, y* = 2y, v # ¢,
N3(z,4,9'), Na(z,4,9) avecy # 0 y* # zy, y = v°,
Ke(z,y,y"), avec yy' # 0 y* # 2y, ¥ # v°,
Lg¢(z,y,0) avec y # 0, [~/~6(z, 0,y") avecy' # 0,
Pg(Z), Pg(Z)
Deux modules simples de cette liste ne sont pas isomorphes.
b) De plus, tout Hg -module irréductible M se reléve : il existe un Hg -module irréductible
My admettant une structure entiere Lq telle que 'on a Zzsomorphzsme de H -modules

M ~ Lo ®Zp Fp.

La suite de la section 2 est consacrée a la démonstration du théoréme 4.

2.3 Caractéres de Ag. Un caractére de Ag est un morphisme de R-algebres \ : Agp — R.
D’aprés (Vignéras, 2003, 1.4), l'action par conjugaison de W sur X fournit une action de
W sur Ap donnée par w.E, = E,,,,-1 qui est compatible avec la structure de R-algébre.
On en déduit une action de W sur les caracteres de Ap.

Etudions le cas ou R = Fp. Soit A : AFP — Fp un caractére.

D’apreés la relation (5), il existe un drapeau 0 = Iy C I; € ... C I, € I,41 = {1,2,3} tel
que
A Er) # 0 si et seulement s'il existe i € {0,..,7 + 1} tel que I = I;.

Le caractére A est alors entiérement déterminé par la donnée de {A(Ey,)}ic1, 1

Un sous-ensemble I de {1, 2, 3} est dit dominant si la diagonale lui correspondant (notation
1) est un élément dominant de X. Cela signifie que I est I'un des ensembles

0, {3}, {2,3}, {1,2,3}.

Un drapeau constitué d’ensembles dominants sera dit dominant.



Définition 2 - On dit de X\ qu’il est régulier, si son drapeau est complet c’est-a-dire si
r=2.

— Sinon, on dit qu’il est singulier.

— Dans le cas ot le drapeau est trivial, ¢’est-a-dire N(E7) =0 pour 0 € I € {1,2,3}, on
dit de X qu’il est supersingulier.

Remarque 5 — Le caractére A\ est régulier (resp. singulier, resp. supersingulier) si et
seulement si sa restriction au centre de Hp  est un caracteére régulier (resp. singulier,
resp. supersingulier) au sens du paragraphe 2.2.

— Si A est régulier (resp. singulier), tout caractére appartenant a son orbite sous l'action
de T est régulier (resp. singulier). Si A est supersingulier, son orbite est de cardinal 1.

— Dans l'orbite de A sous Paction de W, il y a un caractére de drapeau dominant.

— Un F,-caractére régulier de drapeau dominant (resp. singulier de drapeau dominant,
resp. supersingulier) est entiérement déterminé par sa restriction au centre de Hﬁp.

Proposition 5 Soit A un caracteére de Ag . Il existe un caractére Ao de Az = qui releve A
c’est-a-dire tel que N(E;) =1, 0 Ao(Ey), pour tout v € X.

Preuve Cette proposition est vraie dans le cas de GL,, (F') pour n quelconque (Vignéras,
2001, Théoréme 6). D’apreés la remarque précédente, on se raméne par conjugaison au cas
d'un caractére A de drapeau dominant. On note zy € Zp* un relévement de z = \(T73) €
Fp*. Dans chacun des cas suivants, nous donnons un caractére \g : A@p — @p dont la
restriction & Az est a valeurs dans Z, et reléve A. (Pour s’en assurer il suffit de vérifier
que, pour tout I C {1,2,3}, \o(Er) appartient a Z, et que sa réduction modulo p est
égale a A\(FE7).) D’aprés la remarque 4, un caractére de A@p est entiérement déterminé par
la donnée de ses valeurs en 0,,, 0,,, 6,,.

— Lorsque A est régulier, on a A(Esy) =y # 0, AM(Ep23) =y #0.
Soient yo et y; € Z; relevant respectivement y et y’. On définit Ay par : 0., — g2y, '
9r2 = ?J(l)yo_la 8903 = q_lyO'

— Lorsque A est singulier, non supersingulier :
Premier cas : A(Egsy) =y # 0. Soit y, € Z; relevant y. On définit Ay par : 0,, — ¢'/2,
95{:2 — q1/220y0_1a 9:!33 = q_lyO- .
Deuxiéme cas : A(Ep3) = ¢ # 0. Soit y € Z; relevant y’. On définit A\g par :

Ouy — 2080 5 Ouy = G2 Opy v 72y}

— Si A est supersingulier, on définit Ay par 0,, — 1, 0., — 1, 0,, — 2. O
2.4 Modules standards. Soit un caractére \ : Ap — R.

Définition 3 On appelle Hr-module standard induit par A le Hgr-module
I(\) = Hg @4, A

On note ¢ l’élément générateur 1 ® 1 de I(\) et on Uappelle le générateur canonique.
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Remarque 6 Dans l'isomorphisme Hr ~ ¢;Hgr(G, (1)), la sous-algébre commutative
Ap s’identifie avec e AM ot AW est I’algébre commutative donnée par la présentation de
Bernstein entiére pour Hr(G, I(1)) ((Vignéras, 2003, 1.4), voir aussi (Ollivier, 2.2)). Par
conséquent, on peut considérer le Hgr-module standard /(\) comme un module standard
pour lalgébre de Hecke du pro-p-Iwahori Hgr(G, I(1)). Les propriétés de ces derniers
rassemblées en (Ollivier, 3) se transposent donc au cas des Hpg-modules standards. On
rappelle celles dont nous aurons 1'usage.

Propriétés des modules standards

1) Le module standard I()\) est un R-module de type fini.

2) Propriété universelle : si R est un corps algébriquement clos, tout H g-module simple
ayant un caractére central est quotient d’'un Hg-module standard.

3) Si R = Z,, le caractére \ s’étend de fagon unique en un caractére de A@p noté L@p)\.
On note L(A) le sous-Hz -module du Hg -module standard I (L@p)\) engendré par son
générateur canonique. C’en est une structure entiére, c’est-a-dire que L(\) est un Z,-
module de type fini, stable sous 'action de HZ,,> et qui contient une base du Q,-espace
vectoriel (L@p)\). On Dappelle la structure entiére canonique du H@p—module standard
induit par (5 A.

4) Si R=T,, on choisit A\ un caractére de Az, relevant A (proposition 5).

Le module standard induit par A est la réduction modulo p du Hzp—module standard
induit par Ag :
I(\) ~ I(No) ®z, Fp.

C’est un Fp—espace vectoriel de dimension supérieure ou égale & 6. S’il est de dimension
égale a 6, alors le Hz -module standard induit par Ao est isomorphe a L()\o), la structure
entieére canonique du Hg -module standard induit par g Ao.

D p

Proposition 6 Soit A : Az — Z, un caractére. Pour tout w € W, les Hg -modules
L(A) ®7, F, et L(w.\) ®z, F, ont la méme semi-simplification.

Preuve 1l est démontré dans (Rogawski, 1985, 2.3), a l'aide des polynémes de Kazhdan-
Lusztig que les H— -modules standards induits par 'g, A et 1g, W A ont la méme semi-
simplification. Il est de plus classique d’établir que la semi- &mphﬁcahon de la réduction
d’une structure entiére d’'un H@p -module ne dépend que de la semi-simplification de ce
H@p—module. O

Corollaire 7 Soit \ : Aﬁp — TF,. Si les Hﬁp—modules standards induits par les conjugués
de X\ sont de dimension 6, alors ils ont la méme semi-simplification.

Preuve On se place sous les hypothéses du corollaire. Le caractére A\ se reléve en un
caractére Ao : Az 7, — Z, (proposition 5) et pour w € W, le caractére w.\y reléve le
caractére w.\ conjugué de A
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La propriété 4) dit que le HFp—module standard induit par A est isomorphe & la réduction
de la structure entiére canonique L(\g) du H@p—module standard induit par 'g, Ao. D’aprés
la proposition 6, il a donc la méme semi-simplification que le Hﬁp—module standard induit
par w.A. O

On dira d’un module standard induit par un caractére A : AF‘,, — T, et de tout quotient
de ce module standard, qu’ils sont réguliers (resp. singuliers, resp. supersinguliers) si A
est régulier (resp. singulier, resp. supersingulier).

Remarque 7 Si \; et A sont deux FF,-caractéres distincts de AFP, réguliers de drapeau
dominant (resp. singuliers de drapeau dominant, resp. supersinguliers), les modules stan-
dards qu’ils induisent n’ont pas le méme caractére central : ils ne sont pas isomorphes.

Par la propriété universelle des modules standards, il suffit, pour obtenir la classification
des HFp—modules simples ayant un caractére central, de déterminer la semi-simplification
des HFp—modules standards.

2.5 Semi-simplification des HFp-modules standards réguliers.

Soit A : Az — F, un caractére régulier. Notons y, 3/, z les éléments non nuls de F,, tels
que la restriction de A\ au centre de Hg  est définie par

TE'—)ZJ ZlHy7 Z2'_>y,'
D’aprés (Ollivier, Corollaire 6), on a le résultat suivant.

Proposition 8 Le HF,, -module standard induit par \ est un F,-espace vectoriel de di-
mension 6.

Théoréme 9 — Le Hg -module I(\) est irréductible si et seulement si zy'~' # y'y~! et 'y~ #
Y, auquel cas il est isomorphe au Hﬁp—module Ke(z,y,9').

— Supposons que 2yt =y'y~! et y'y~t #v.
Alors 1(\) posséde deuz sous-quotients irréductibles mon isomorphes. L’un est iso-
morphe o Ms(z,y,y'), Uautre & Ms(z,y,/).

— Supposons que 2yt # 'yt et y'y t =y.
Alors I(X\) posséde deuzx sous-quotients irréductibles non isomorphes. L’un est iso-
morphe & Ns(z,y,y), Uautre & Ns(z,y,).

— Supposons que y'y~t =y et zy'~' = y'y~t. Alors I(\) admet quatre constituants irré-
ductibles non-isomorphes : M1(0,y), Mi(—1,y), Ma(y), My (y).

Preuve Supposons que le drapeau de A est dominant, ) C {3} € {2,3} € {1,2,3}. On
définit le caractére non ramifié X = X; @ Xy ® X3 : T(F) — F,” du tore déployé de G par

xl(ﬂ-) - Zy/_lu :X:Q(W) = y/y_17 :X:3(7T) =Y.
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Le module standard induit par A est isomorphe a l’espace des I(1)-invariants de la série
principale induite par X (Ollivier, proposition 11). La semi-simplification de ce module
standard est donnée en (5.4, loc. cit), on I'on trouve bien les résultats annoncés par le
théoréme.

Un conjugué de A est régulier et induit un module standard de dimension 6 d’aprés la
proposition 8. Par le corollaire 7, ce dernier a la méme semi-simplification que le module
standard induit par A. Le théoréme est ainsi démontré car tout caracteére régulier de Ag,
est conjugué a un caractére régulier de drapeau dominant. O

Relévement des Hﬁp-modules simples réguliers. On suppose que le drapeau de A

est dominant. Soient 2y, yo, Yy, € Zp* relevant respectivement z,y,y’. La preuve de la
proposition 5 fournit un caractére Ag : AZ,, — Zyp qui reléve A. Il est défini sur Ag par
P

00 — 2095 s Ouy = Yoo "5 Oy — ¢ 0.

Le Hg -module standard (i Ag) admet une structure entiére canonique L()o) isomorphe
P P
au Hz -module standard induit par Ag (proposition 8 et propriété 4) des modules stan-

dards) et l'on a L(Ao) ®z F, = I(N).

Si I(\) est irréductible, alors zy'~! # o'y~ et y/y~! # y, d’aprés la condition d’ir-
réductibilité du théoréme 9. Dés lors, zp, yo, y, vérifient nécessairement les relations
M(0z) # qro(0sy), et Ao(0z,) # qho(0z,). D’apres le critére d’irréductibilité pour les
Hg, -modules standards (Rogawski, 1986), I (L@p)\o) est alors irréductible et il reléve le
Hg -module standard irréductible I()).

Si I(\) admet deux constituants irréductibles respectivement isomorphes a N3(z,y,7’)
et Ns(z,y,y'), alors, d’aprés le théoréme 9, c’est que on a zy'~' # ¢y~ et y'y~' = y.
On peut choisir zg, Yo,y tels que Ag(0z,) # qAo(0zy) et Ao(y) = qAo(0s,). Dans ce cas
I (L@p)\o) admet, d’aprés (Rogawski, 1986), deux constituants irréductibles, qui relévent
deés lors respectivement N3(z,y,y’) et Ng(z, Y, y').

Le cas ou I(\) admet deux constituants irréductibles respectivement isomorphes a M3(z, v, y')
et Ms(z,y,y') est traité de méme.

Enfin, si I(\) admet quatre constituants irréductibles, alors, d’aprés le théoréme 9, on peut
choisir z, yo, y§ tels que \g(0z,) = g o(0z,) €t Ao(0ry) = qAo(bss). Dans ce cas [(L@p)\o) ad-
met, d’aprés (Rogawski, 1986) également quatre constituants irréductibles, qui relévent
respectivement M;(0,y), My(—1,y), Ma(y), Mg(y)

2.6 Semi-simplification des HFp-modules standards singuliers, non supersingu-
liers.

Soit A : AF,, — F, un caractére singulier non supersingulier. Soient y,y’,2 € F, avec
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z#0, (y,9') # (0,0), yy" = 0 tels que la restriction de A au centre de Hg est définie par
Tz Zir—y, Zor—y.

Proposition 10 Le HFp—module standard induit par \ est un F,-espace vectoriel de di-
mension 6.

Preuve D’aprés (Ollivier, Proposition 2), les modules standards induits par les conjugués
de A sous l'action du cycle sys; ont la méme dimension. Puisqu'un caractére singulier
non supersingulier est conjugué, sous l'action du cycle s3s1, & un caractére de drapeau
dominant, il suffit de démontrer la proposition dans le cas ol le drapeau de X est dominant.

D’aprés (Lemme 7, loc.cit), le Fy-espace vectoriel I(\) est engendré par les éléments
{¢7 Tw¢7 T3¢7 Tsi¢7 TwTsi¢7 T3TSZ¢7 (&S {07 17 2}}

— Supposons que y # 0. Cela signifie que le drapeau de X est § < {3} < {1,2,3}.
La relation (3) dit que Ey = T,T5,T,,. Elle donne donc T,,¢ # 0 et permet aussi
de remarquer, avec les relations (2), que T Ers3 = 0 donc T; ¢ = 0. De méme,
T, By = 1,1,,T,T,, = T,7T,,T,,T;,. Or, puisque {2,3} n’apparait pas dans le dra-
peau de A, on a Epsn¢ = 0 cest-a-dire T2T,,Ts,¢ = 0. D’ou T, Ez30 = 0 et
T., ¢ = 0. Par conséquent, le F,-espace vectoriel I()\) est engendré par les éléments
{0, To,0, T2¢, Ty, d, T, Ty, 0, T*T,,¢}. Or on sait qu’il est de dimension supérieure ou
égale a 6 (propriété 4)), donc cet ensemble en est une base.

~ Le cas ot i # 0 et y = 0 se traite de méme et l'on obtient que I(\) est un F,-espace
vectoriel de dimension 6 de base {¢, T,,¢, T2¢, Ts, ¢, T, Ts, &, T*Ty, ¢}

O

Théoréme 11 Le HFp—module standard induit par X est irréductible. Il est isomorphe a
Le(z,4,0) siy #0, a Lg(2,0,y) siy #0.

Preuve Nous montrons le théoréme 11 dans le cas ou le drapeau de A\ est dominant.
Comme dans la preuve du théoréme 9, le cas général s’en déduit grace au corollaire 7.

Soit M un sous-Hg -module propre de [ (A). Supposons que Ty, agit par zéro sur M. Dés
lors Ty, = T, 15, 15" et Ty,”' = T;'T,, T,, agissent également par zéro sur M et, d’aprés

S17w
les relations (3), et (4), les éléments centraux Z;, et Zy agissent alors sur tout élément
m € M par

Zym = (T, T:T: +T,T: Ty, + T, T, Ty )m = T,m,

$27° 80 0
Zom = (T2T: T: + T2T,, Ty, + T2T7 Ty )m = Tom,

ce qui, puisque M est non nul, est en contradiction avec le fait que I(\) admet un caractére
central singulier. Par conséquent, M n’est pas inclus dans le noyau de ’action de 7%, et,
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puisque (Ts, + 1)Ts, = 0, il existe un élément non nul m € M, appartenant au noyau de
I’action de Ty, + 1.

Premier cas : le drapeau de X est ) C {3} C {1,2,3}. Cela signifie que y # 0. D’apres la
preuve de la proposition 10, une F,-base de I(\) est donnée par {¢, T,,¢, T2¢, Ts, ¢, T, Ts,&, T Ts, 0}
De plus on y a vu que T ¢ = 0 et Ty, ¢ = 0. On vérifie alors & I'aide des relations (3) et (4)
que le Hg -module I(X) est isomorphe & Lg(z,y,0) via 'identification v — ¢, w +— Ty, ¢.
En effet on a

- T51'¢ = 07

- Ts1'Tw¢ = TwT52¢,

~ T, T*¢ =TT,y = —T2¢,

~ B3y = T,T5,Ts, done Ty, Ty, ¢ = 2y T20,

- Tsl'TwTsz¢ = TwT322¢ = _TwT82¢7

By = T2 T2T,, done 0 = T T2T,, ¢ et T, T2T 6 = —T2Ts,0

S1Tw— S S17w

L’élément non nul m € M, appartenant au noyau de l'action de T, + 1, s’écrit
m = 04T3¢ + 6TwT32¢ + 7T3Tsz¢

avec «, 3,7 € F,. On a alors T, T, T,,.,m = 2(—fTw¢ + yyo) € M, et Ty, (T, 15, T,,.m) =
—ByT%p € M. Or ¢ engendre le Hg -module I(X\). Dong, si 8 était non nul, M ne serait
pas un sous-module propre de I(\). Donc = 0. De méme, on a alors v =0, et & = 0, et
m = 0. Par conséquent I()) est un Hg -module irréductible.

Deuxiéme cas : le drapeau de A est ) € {2,3} € {1,2,3}. Cela signifie que y’ # 0. D’aprés
la preuve de la proposition 10, une F,-base de I(\) est donnée par {¢, T,,¢, T2¢, Ty, ¢, T Ts, &, TTy, ¢}
et I'on a T,¢ = —¢, T,¢ = 0. On vérifie alors a l'aide des relations (3) et (4) que le Hg -
module () est isomorphe a Eﬁ(z,O,y’) via I'identification v — ¢, w +— Ty, ¢. En effet,
on a

- Tsl'¢ - T81¢7

- T51Tw¢ = TOJT82¢ =0,

- T51T3¢ = T3T50¢ = _To.2)¢a

- TSl'T81¢ = _Tsl ¢7

~ Bpsy = T2T,, T, done Ty, T,Tu ¢ = T, T, Ty, = 2~y T2,

— By =T, T,T,, done T; T, T, =0 et Tsl.T3T31¢ =T1T,T1.,1,Ts¢ = —T3T81¢.

L’élément m # 0, m € M non nul appartenant au noyau de l'action de 7T, + 1, s’écrit
m =T3¢+ 8T ¢ +ToTy ¢

avec a, 3,7 € F,. De plus, on a T, T2>.m = —BT12Ts, ¢ +vy'T2¢ € M, et (Ts,T2)*m =

S1-w S17w
—By'T2¢p € M. Or ¢ engendre le Hg -module I()). Donc, 3 =0, puis v =0, et a = 0.
Par conséquent /(A) est un Hg -module irréductible. O

Relévement des Hﬁp—modules standards singuliers, non-supersinguliers.
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Soit Ag : .Azp — Z, le relévement de A donné dans la preuve de la proposition 5. Puisque
le module standard induit par A est de dimension 6, la propriété 4) dit que le H@p—module
standard induit par L@p)\o admet une structure entiére canonique L()\g) isomorphe au
Hzp—module standard induit par Ay et de réduction isomorphe au HFp—module standard
induit par .

Le critére d’irréductibilité des Hg -modules standards (Rogawski, 1986) nous assure que
le Hg -module standard [ (L@p)\o) est irréductible.

Ainsi, le Hy -module standard irréductible (M) se reléve : il est isomorphe a la réduction
de la structure entiere canonique du Hg -module irréductible (i o).

2.7 Semi-simplification des modules standards supersinguliers.

Soit A : Ag — I, un caractére supersingulier. II est entiérement déterminé par sa valeur

Z € Fp* en I’élément central inversible 72. Nous allons démontrer le théoréme suivant.
Théoréme 12 [l existe un morphisme de HFp—modules défini par

P:IN\) — I(\)
¢ — (1+Ty +Ts,)0.

ou ¢ désigne le générateur canonique du HFp—module standard I(X). C’est un projecteur
et le Hg -module I(\) se décompose en la somme directe de Hg -modules

I(A) = ImP & KerP.

Le HFp—module ImP est indécomposable de longueur 2 : on a la suite exacte de HFP—
modules )
0— P3(z) — Im(P) — P3(z) — 0

et KerP est un Hg -module isomorphe a la somme directe P3(2) @ Ps(2).

Corollaire 13 Le Hg -module standard I(X) est de dimension 12.

2.7.1 On désigne par I(\), le sous-espace vectoriel de I(\) A-isotypique :
IMNy={velN), E,o=\NE,)vVzr € X}.

Lemme 14 Le sous-espace vectoriel I(\)y est stable sous l'action de l’algébre de Hecke
finie de générateurs {Ts,, T, }.

Preuve Cela tient aux relations de Bernstein entiéres, démontrées en (Ollivier, 4.4.1) et
que l'on rappelle : soit i € {1,2} et Iy un sous-ensemble de {1,2,3} ne contenant ni 4, ni
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1+ 1.

B, : T; Eruivny = Erui Ts

B, : Efou{iﬂ}Ts*i = TsiEIoU{i}u

Bs : Epy, Erug,iv1y et Ty, commutent.

La F,-algebre AFP est engendrée par les éléments T2 et Er, pour I C {1,2,3} donc un
¢élément appartient au sous-espace vectoriel M-isotypique si et seulement si son image sous
'action de E; est nulle pour tout I C {1,2,3}. Soient v un élément de I(\)y, i € {1,2}
et I C{1,2,3}.

~Siiel,i+1¢1,alors EfT,,v = T; Eryit1y—{iyv = 0, d’apreés la relation (B;).
—Siig 1, i€l alors BT, v =T, Erqy—+13v — Erv = 0, d’apres la relation (Bs).

— Dans les autres cas, Ts, et Ef commutent donc E;7Ts,v = 0 d’aprés la relation (Bj3).
Ainsi T},v appartient au sous-espace M-isotypique. O

2.7.2 Soit ¢ € {—1,1}. Nous définissons un relévement de A noté \.. Soit 2y € Z," relevant
z. On vérifie aisément que la restriction a AZP du caractére de A—p donné par

0961 — 17 sz = q6/27 0$5 = ZOq_6/2
induit un caractére A, : .Azp — 7Z, qui reléve \.

Nous noterons ¢, le générateur canonique du Hg -module standard induit par iz A.. On
P P
rappelle que le sous—HZp—module qu’il engendre est la structure entiére canonique L(\.).

On notera ¢, son image dans la réduction modulo p de cette structure enticre. L’élément
central T? agit sur ¢. par multiplication par le scalaire z.

Lemme 15 Supposons que € = 1. La réduction modulo p de la structure entiere canonique
L()\y) est le Fp,-espace vectoriel de base

{&l; Twa_sb Tiélangéla Twngéb Tingél}-
L’action de Ty, y est donnée par

Tsl'él _: 07 Tsl‘nggl — IEUTSQQZ;17 Tsl_-TLBQEI - _Tf)_éla _
Tsl‘ngqbl - 07 Tsl'TwTsz¢1 - _TwT82¢17 Tsl-T3T32¢1 - _T3T82¢1'

Supposons que € = —1. La réduction modulo p de la structure entiére canonique L(\_1)
est le F,-espace vectoriel de base

{95—17 ngg—h Tf)gzg—luTslgz;—h TwTsﬂg—la TﬁTslﬁg—l}-

L’action de T, y est donnée par

Tsl'Qg—l :7T81Q§—17 T§1'qug—l = 07 Tsl'Tgé—l = _Tgétl + TwTslqg—lL
T81'T81¢—1 == _T51¢—17 Tsl-TwT81¢—l == 07 Tsl'Tf)TSlQS—l = _T3T81¢—1'
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Nous démontrerons ce lemme au paragraphe 2.

Notation 2 L’élément ¢, est propre pour AFP pour le caractére A. On a donc un mor-
phisme surjectif de Hﬁp—modules

2.7.3 Preuve du théoréme 12. Tout d’abord nous remarquons que des calculs élémen-
taires permettent de s’assurer que les Hy -modules P3(2) et P3(2) sont irréductibles.

Dans le module standard induit par A, on a, d’apreés les relations (3) et (4)

Eryo =T, 1,100 =0, Egy¢ = T410T5, ¢ = 0, By = 115, 15,0 = 0,

Ss17 89
(6)
Eqnoyo = T;;Ts*lTﬁ =0,Eq30 = Ts*leTSngb =0, FEp30 = TfTSQTslqb = 0.

D’apres le lemme 14, le morphisme de Hg -modules P : I(A) — I(A) est bien défini par
P(p) = (1 4+ Ty, + Ts,)¢. Pour vérifier que c’est un projecteur il suffit de s’assurer que
P2(¢) = P(¢). Or, d’apres les relations (6), on a Ty, Ty,¢ = Ty, T, ¢ = 0. D’on,

PHp) = (1+ Ty + To,)) (1 + Ty, + Toy)p = (L + Ty, + Ty + Ty Toy + Ty Toy ) = P(¢) et
I'on a bien la décomposition en somme directe de Hg -modules

I(X\) =ImP & KerP.
Le projecteur P vérifie :
P(Ts,0) =Ts,(14+ Ty, + Ts,)p = 0,
P(Ts,T,0) =T, T,(1 +Ts, + Ts,)p = T, Ts,(1 + T, + Ts,)p =0
P((To, + D)T2¢) = (To, + VI2(1+ Ty, +Tyy)o
=T,014+T,)T,(1+Ts, +Ts,)0
=T,(1+T,)T.Ts 0 + T,(1 + T5,) T + To,(1 + T, ) T Ts, ¢
= BT Es 0+ (1+T,,)T20 + EX T2E,, ¢
= FEy¢ + (1 +T.,)T20 + Epsy¢
=0+ (1+T,)T2¢+0.

D’apres (Ollivier, lemme 7), le F-espace vectoriel I(\) est engendré par

{¢7 TUJ¢7 Ta2)¢7 T8i¢7 TWTSi¢7 T3T81¢7Z e {07 17 2}} = {¢7 TUJ¢7 T3¢7 Ta’j:TSlT(f)qb? k7l e {07 172}}
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ou encore par S = S' U S? ou
S' ={T,,¢, T.Ts,¢, 1T, 0, T, 10,0, T,T,, T,,0, T2T,, T 0} C KerP, et

§? = {P(¢), T.P(), T3P (¢), (To, + T3¢, (T, + T30, THT,, + N2} C ImP.
On en déduit que les F,-espaces vectoriels KerP et ImP sont respectivement engendrés
par St et S2.

Semi-simplification du Hg -module ImP : On pose u = (Ty, + 1)T3¢, v = P(4). Ce
sont deux éléments non nuls de I(\). En effet, d’aprés le lemme 15, leurs images par
j—1 sont non nulles. D’aprés les relations (6), on a dans I'm(P)

T, u =0, Ts,v =0,
T, (T ,u) = T, T,,(T,, + 1)T2¢p = —T,u, T, (T v) =0,

w

Ty (T?u) = T3T,, (Ts, + D)T,,¢ = —T?u, T, (T?0) = u — T?v.

Donc le sous-module de ImP engendré par u est isomorphe au HFP-module irréductible
]53(2) et le quotient de I'mP par ce sous-module est isomorphe au Hﬁp-module irréduc-

tible P3(z). En particulier, on en déduit que ImP est de dimension 6 et a pour F,-base
S

Montrons que ImP est indécomposable. Si I'mP possédait un sous—HFp—module iso-
morphe a P3(z), il posséderait un élément non nul annulé par Ty, , Ty, T,, et (Ty, +1)T2.
Or l'intersection de ImP avec le noyau de I'action de T, et celui de 'action de T, T,
est égale a la droite dirigée par v mais v n’est pas annulé par (T,, + 1)T2. Donc ImP
est un Hﬁp—module indécomposable et I'on a la suite exacte annoncée dans le théoréme.

Semi-simplification de KerP : On montre maintenant que le systéme générateur S?
du F-espace vectoriel KerP en est une base. Grace aux relations (6), on a
T, T ¢ = —Ts ¢, T, T,T,T,0 = 1,71, 1,9,
T, T, Ts,¢0 = 0, T, T*T,,T,¢ = 0,
T, TT,¢ =-TT,¢, T T3T,T,6=—-TT,T,o.

Il apparait donc que, s’ils sont non nuls, les sous—HFp—modules de KerP engendrés

respectivement par Ty, ¢ et 1,7, 1.,¢ sont isomorphes au Hg -module irréductible Py(2).
Soit une combinaison linéaire nulle des éléments de S*,

(0) O517—‘51¢ + a2TwT51¢ + Q3T5T51¢ + ﬁlTwTslTw¢ + 62T4,,2;T81Tw¢ + ﬁ?)TETslTwQS = O

Nous allons montrer que 0 = a; = ay = ag = 31 = (o = [s.
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En appliquant tour & tour action de (Ts, +1)T,,, Ty, + 1, et (T, +1)T2, la combinaison
linéaire (C') donne (C1) ayTy, ¢ + BT, Ts, T,¢ = 0, (Co) T, Ty, ¢ + BoT*T,,T,p = 0,
(Cg) a3T3T51¢ + ﬁgZTSlTw¢ = 0.

L’image de la combinaison linéaire (C) (resp. (Cy) resp. (C3)) par j_; donne ay Ty, 1 =
1 (vesp ayT, Ty, 1 = 0, resp. asT2T,,¢_1 = 0) d’oll, a; = ay = a3 = 0.

D’aprées le lemme 15, I'image de la combinaison linéaire (Cy) (resp. (Cy) resp. (C3)) par
41 donne alors 311, Ty, Top1 = 0 (vesp BoT 2Ty, T = 0, resp. 33T, T, = 0) doi,
fr= P2 =p03=0. B

Par conséquent le systéme S constitue une base du F,-espace vectoriel du KerP. On a
ainsi montré que le Hg -module K'erP est isomorphe & la somme directe P3(2) ® Ps(2).
Le théoréme est démontré.

2.7.4 Preuve du lemme 15 Dans le Hg -module standard I (L@p)\ﬁ) de générateur ca-
nonique ¢, on a, d’apres les relations (3) et (4),

E{1}¢e = T;T;QTw@ = e, E{172}¢6 = T;T;Tf@ _ q1+e/2¢67
E{2}¢6 - TS*QT""T81¢€ = q1+6/2¢e> E{1,3}¢e = T;TE;TSQQSE = q1—6/220¢e,

Emde = T,T, T, 0 = 204" ¢e, Epazye = T2T5, Ty, b = 20qbe.

On traite le cas ¢ = 1. Vérifions a I'aide de ces relations que le Z,-module engendré par
{1, .01, T?¢1, Toy o1, T, Ts,01, T2 Ty, 01 } est stable sous Paction de Hy . Pour ce faire il

suffit de vérifier que ce Z,-module est stable sous l'action de Ty, et T=! qui engendrent
Hz . Pour l'action de T'*!, cette assertion est claire car 1'élément central 77> agit par

w ?

muritiplication par le scalaire non nul zy. Observons l'action de Tj, .

~ Ty, Eq 5y = q12T,,, donc, dans le H@p-module standard induit par L@p)\l qui est sans
Zp—torsion, Ts,.01 = q1/2zo_1T3T52¢1.

- Ty, T, =T,Ts,, donc Ty, . T 1 = T, T, 0.

- T} T2E) = qT2T,,, done T, . To¢1 = (¢ — 1)T5¢1 + ¢"° Ty 1.

~ Ty, Ty, = T, Eay done Ty, To, 1 = ¢/?T2¢y.

- T,T.Ts, = (¢ — V)T, Ts, + qT, donc Ty, . T, Ts, 01 = (¢ — V)T, Ts, 01 + qT, 1.

- T3T2Ty, = Epjgy done Ty, ToTy,¢1 = (¢ — 1)T5Ts, 61 + ¢ 2060

On a donc démontré que le Z,-module engendré par {¢1, T,¢1, T2¢1, Ts, 1, T Tsy1, TTs, 1}

a une structure de Hzp-module. Puisqu’il engendré par le générateur canonique ¢q, on en

déduit qu’il n’est autre que la structure entiére canonique du H@p-module standard induit

par L@p)\l. En particulier, ¢’est un Z,-module libre de rang 6, et {¢1, T, 1, T2¢1, Tey &1, T Tey b1, T2Ts, 01}
en est une base.

Par réduction modulo p des relations ci-dessus, on en déduit la structure du Hﬁp—module
L(M) &z, F, annoncée par le lemme.
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La cas € = —1 se traite de méme, en vérifiant tout d’abord que le Z,-module engendré
par {¢_1, Tup—1, 1201, To,¢—1, TuT5, b1, T2Ts @1} est stable sous 'action de Hz . On
utilise les relations suivantes

~Ty.0 1 =Ts0 1.
~ Ty T,Eqy = qTTy,, donc Ty, T, = ¢*/?T2Ty, 6.
T: T2Fo3 = qI2T,T,,, donce Ty, T2¢ 1 = (¢ — 1)T2¢_1 + T Ts é-1.
~ T2 =(q— )Ty, +qdonc Ty, Ty, 01 = (¢ — 1)Ts,0_1 + qd_1.
- T1,,. 1.1, = TJIE{Z?}} donc Ts,. T, Ts, 1 = qT3¢_1.
~ T2 T2T,, = T,Eq done Ty, T2T, ¢ = (¢ — 1)T2Ts, 1 + 22T

1w S1

2.7.5

Proposition 16 Soit A\ : .Azp — Zp un caractere relevant \. La réduction modulo p
d’une structure entiére du module standard induit par 15 Ao admet deux constituants ir-

réductibles respectivement isomorphes o Ps(z) et Ps(z).

Preuve Soit L une structure entiere du module standard induit par (5 Ag. Tout consti-
p

tuant irréductible du Hﬁp—module L&z F, admet un caractére central supersingulier égal
a 11(z,0,0). Par la propriété universelle des modules standards, on en déduit que les consti-
tuants irréductibles de L ®z, [, sont des quotients du module standard supersingulier de
caracteére central 1(z,0,0) : d’aprés le théoréme 12, ce sont donc des copies de Ps(z) et
]53(2) Par argument de dimension, il y en a 2.

D’aprés le théoréme de Bernstein (Lusztig), une base du H@p—module standard induit par

'g, Ao, de générateur canonique ¢y, est donnée par {¢o, Ts, ¢o, Ts, G0, Tsy Tsy 0, Ty Ty G0, Ts, Ts, T, o }-
Puisque T2 = (¢ — 1)T}, + g, la trace de l'action de Ty, sur le module standard induit

par i Ao est égale a 3(¢ — 1). La trace de l'action de T, sur L ®z F, est donc égale a

(—3). Par conséquent, les deux constituants irréductibles de L®z F, sont respectivement
isomorphes a P3(z) et P3(z). O

Montrons maintenant que tout HFp—module simple supersingulier se reléve. On définit un
caractére de Ag par
P

—-1/4 3/4 1/2

O, = "%, 02y = ¢, Ony = 204"
Sa restriction a AZP induit un caractére \g : .Azp — Z, qui reléve \. D’apres (Rogawski,
1986), le H@p—module standard induit par L@p)\o est réductible car gAg(f.,) = Ao(fy)-
D’aprés la proposition précédente, il admet deux constituants irréductibles qui relévent

respectivement Ps(z) et Ps(z). Ainsi, tout Hy -module simple supersingulier se reléve.

Remarque 8 On choisit le relévement Ay : Azp — 7Z, de X\ donné dans la preuve de la
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proposition 5. D’apres le critére d’irréductibilité pour les Hg —modules standards, le Hy -

p
module standard induit par 'g, Ao est irréductible et ne nous donne donc pas de relévement
pour les H—p -modules simples supersmguhers

3 Modules simples sur ’algébre de Hecke réguliére

3.1 Présentation de Hr(G, o,). Soit v l'orbite sous 'action de &3 d'un FF,-caractére
régulier du tore fini T'(IF,) D’apreés la proposition 2, la R-algébre de Hecke de o, s’identifie
a la R-algebre e, Hr(G, (1)) d'unité €,. Par cette identification, on note T3, € Hr(G, 0,)
Pélément correspondant & e, 7V, ot pour w € W, on désigne par T € Hgp(G, 1(1))
la fonction caractéristique de la double classe [ (1)wI (1). D’apres (Vlgneras, 2003, Co-
rollaire 4), I'idempotent €, se décompose dans Hz(G, (1)) en une somme d’idempotents

orthogonaux (€, )ye, €t l'on a :

Théoréme 17 La R-algébre Hr(G,0,) est le R-module libre de base {T,, €}
avec les relations :

(1) Pour x, X' €, x # X/, on ae =€y, 6,6 =0, XXE:’YEX 1.

(2) Pourwe W, x €y Twey = €wyTop.

(8) Pour w, w' € W tels que {(ww') = l(w) + L(w'), on a TyTy = T

(4) Pouri e {0,1,2}, on a T2 = qg.

wEW,XG’y

Nous allons noter Hg(y) = Hr(G, 0,) et nous en étudions les modules simples ayant un
caractére central lorsque R = F,,.

Remarque 9 On considére 'application suivante :

F:Q,W] — Hg ()

w — q_e(w)/ZTw .

C’est un morphisme d’anneaux injectif. En effet, d’aprés les relations (3) et (4) du théo-
reme 17, les éléments {F(w)}, o vérifient les mémes relations que les {w}, .. Soit
w = Wox € W = Wo.X. On note Efvl) I’élément de la base de Bernstein entiere de la
Z-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori définie par (Vignéras, 2003, 1.4). Dans H (G I(1))
il s’écrit

B = glw)-tn) @) —tw) 2O

)

avec y, z € X, dominants tels que x = y — 2. Donc I'image dans H@p (v) de EVES) est

q(f(w)—Z(wo)+f(Z)—f(y))/2TwOTyTZ—l — qaw)ﬂF(wo)F(y)F(Z)_l — qe(“’)ﬂF(w) =T,.
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Par conséquent, pour R = Q,, Z,, F,, 'image par I'isomorphisme e, Hr(G, I(1)) ~ Hg(7)
de e, E) n'est autre que T,

En particulier, la sous-R-algébre commutative de Bernstein eﬂ,Ag) de e, Hp(G,I(1)), de
base {EMe,, = € X,x € 7}, a pour image la sous-R-algébre commutative de Hp(7)
de base {T,e,, x € X,x € 7v}. D'aprés (Vignéras, 2003, 1.4), cette derniére est donc
munie d’une action de W, qui se factorise par celle de Wy, et qui est compatible avec la
structure de R-algébre. Explicitement, cette action est décrite de la facon suivante : pour
w=wor €W =Wy X, wT, = Twoxwal, Ve € X; w.6y = €y VX € 7.

3.2 La sous-algébre commutative B,. Désormais R = F,,. On note B, la sous-algébre
commutative de HF,, (v) de Fy-base {Ty¢,, z € X, x € 7}

Pour I C {1,2,3}, on désigne comme précédemment par z; la diagonale constituée de 7
en les coordonnées qui appartiennent & I et de 1 ailleurs. On notera 77 'élément 7,,,. En
particulier, Ty 25y = 1. D’aprés la remarque 9 et (Vignéras, 2003, Proposition 9) :

Proposition 18 — LaF,-algebre commutative B, est engendrée par {T1, ey, T3> }yey,1c(1,2,3)
avec les relations (1) du théoréme 17 entre les €, et

T[TJ:OSZI¢J6tI¢[

~ Elle contient le centre de Hg (7y) égal a la F,-algebre F,[TE3, Z1(7), Zo(7)], ot pour
ie{1,2},

Zi(y) = Z 1.
1C{1,2,3},|1|=i

~ L’algébre Hg (7y) est de type fini sur son centre.

3.3 Classification des Hg (G,0,)-modules simples.
Soient z € F,", y,9' € F,. Soit u(z,y,y’) le caractére du centre de Hs, () déterminé par
T3 2, () =y, Zo(y) =y

On dit de p(z,y,y") qu'il est régulier si yy' # 0, singulier sinon. Dans le cas particulier
ou (y,y') = (0,0) on dit que u(z,y,y’) est supersingulier.

Nous donnons maintenant une liste Hg (7)-modules de caractere central i(z,y,y’). Pour

les décrire, il suffit de donner P'action de {ey}yey, Ts, et T, car T3 agit par le scalaire
z # 0 et car la F-algébre Hg (7) est engendrée par I'ensemble {Te,, TE {e Fyer }-

Modules ayant un caractére central régulier :

Pour yy' # 0, x € 7, on définit le Hg (v)-module Kg(z, y,y', ) de F,-base {v, T,v, T2v,w, T,w, T2w}
avec €,0 = v et
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Tov=w, T, T,v=yy ' T?w, T, T?v =0,

S17w
Tow=0,T,T,w=y 2T, T, T*w = 0.
Modules ayant un caractére central singulier, non-supersingulier :
— Pour y # 0, vy = 0, x € 7 on définit le Hﬁp(v)—module L¢(z,v,0,x) de F,-base
{v,T,v, T?v,w, T,w, T?w} avec e,v = v, et
T,v=0,T,T,v=T,wT,T*v =0,
Tow=yz"'"T%*v, T, T,w =0, Ty, T*w = 0.
~ Pour y = 0, y' # 0, x € v on définit le Hg (7)-module Le(2,0,9, x) de F,-base
{v, T,v, T?v,w, T,w, T?w} avec e, v = v et
Tov=w, T, T,v=0,T,T*v =0,
Tow=0,T,T,w=y2"'TT, T?>w = 0.
Modules ayant un caractére central supersingulier :
Soit x € 7. Le Hy -module P(2,0,0,x) a pour F,-base {v, T,v, T?v}; Ty, agit par zéro

sur P(z,0,0,x) et e,v = 0.

Théoréme 19 Soient z € Fp* v,y € Fy, x € 7. Pour tout w € Wy, on a les isomor-
phismes de Hg (7y)-modules suivants :

Ko(2,9,9',x) ~ Ks(2, 9,9, wx) avecyy' #0,

LG(Za Y, O?X) = LG(Z7 Y, O,UJX> avecy 7£ 07 LG(Za O7y/7 X) =~ Lﬁ(za anlan) avec y, 7é 07
P(Z70707X) = P(Z,O, 07 3231X) = P(z707078132X)'

Les Hg, (v)-modules P(z,0,0,x) et P(z,0,0,s1x) ne sont pas isomorphes.

Pour tout Hﬁp(v)-module simple ayant un caractére central égal o u(z,y,y’), il existe
X € 7 tel que ce module est isomorphe a l'un des modules de la liste suivante :

Ko(z,y,9',x) siyy #0,
Le(z,9,0,x) siy #0y =0, Ls(2,0,y,x) siy =0,y #0,
P(2,0,0,%) si (y,y") = (0,0).

La suite de la partie 3 est consacrée a la démonstration de ce théoréeme.

3.4 Modules standards pour la F,-algébre Hz, (GL3(F), 04).

3.4.1 Caractéres de B,. Un caractére de B, est un morphisme d’algebres B, — F,.
L’ensemble des caracteres de B, hérite d'une action de W qui se factorise par celle de
Wy. Remarquons que puisque v est une orbite réguliere, un caractére de B, est distinct
de chacun de ses conjugués sous 'action de W.

Soit A un caractére de B.. D’aprés les relations de commutation dans B, (proposition
18), il existe un drapeau, appelé drapeau de A

@ g Il g g_ ]7“ - ]7“+1 = {17273}7

=g
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tel que pour tout ) C I C {1,2,3}, A\(T7) # 0 si et seulement si I est 'un des éléments
I, ..., 1,1 de ce drapeau. Le caractére A est alors entiérement déterminé par la donnée de
{MT%,) }iz1,. 41 et de I'unique élément x € v tel que A(e,) # 0.

Définition 4 On dit que \ est

- régulier si le drapeau est complet ¢’est-a-dire r = 2.

- singulier sinon,

- supersingulier si le drapeau est trivial, ¢’est-a-dire si N(T1) =0 pour O C I C {1,2,3}.

Remarque 10 Le caractére \ est régulier (resp. singulier, resp. supersingulier) si et seule-
ment si sa restriction au centre de Hg (7) est un caractére régulier (resp. singulier, resp.
supersingulier) au sens du paragraphe 3.3.

3.4.2 Sous-espaces \-isotypiques. Soient V un HE (7)-module, X un caractere de B,.
Définition 5 On note V) le sous-espace A-isotypique de V' :

W={veV, bv=Xbv Vbe B,}.
Lemme 20 Soit w e W. On a T,V C V.

Preuve 1l suffit de montrer que 7,,.V), C V,,\ et Ty, .V) C Vi, .\ car W est engendré par
{s1, wE'}. Soient y € v, z € X.

On a d’'une part €,7, = T,€,-1, d’aprés les relations (2) du théoréme 17, et T, T, =
T, w120 =T,T,-1,,. Par conséquent, on a bien T,,.V\ C V.

D’autre part, on a €,Ty, = Ty, €5, De plus, si l(zsy) = l(x) + 1, on a Ty, = T, T, =
T, Tyyus, 5 ainsi, T, Ty, = T,Ts,v = Ty, Tyyus,- Sil(xs1) = (x) — 1, on a Ty s, = T, Tus, s
T, = Ty, T, ; ainsi T, = 0 =T}, Tyyps,. D'ott, Ty, .Va C Vyn. O

On déduit du lemme 20 que si V' est un Hg (7)-module engendré par Vi, alors le F-
espace vectoriel V' est la somme directe de ses sous-espaces w.A-isotypiques non nuls, avec
w parcourant Wy.

Lemme 21 Si le HFP(V)—module V' est engendré par un vecteur v € V), alors on a
dimV)\ =1.

Preuve Soit y l'unique élément de v tel que A(e,) = 1. Puisque v € V) on a ¢,v = v.
De plus, pour tout élément non trivial w € Wy, les caracteres wy et x sont distincts donc
EunV = (Ewy€y)v = 0.
Soit uw un élément non nul de V. On a en particulier €, u = u. Puisque v engendre V, il
existe une famille non nulle {3 }4 indexée par les éléments @ = wz € Wy. X = W telle
que u = Xw]ﬁwTu;v. Ainsi u = e,u = 3 05T €4-1, v = ExﬁszU Do, u € Fu. O

w e

3.4.3 Propriétés des Hg (7)-modules standards. Soit A un caractere de B,.
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Définition 6 Le module standard induit par A est le Hg (v)-module I(\) = Hy, (V)®g, A

On note py = 1® 1 € I()) le générateur canonique du Hg (7)-module I(A). C'est un
élément \-isotypique.

Les propriétés suivantes proviennent du fait que HF,, (v) est de type fini sur son centre et
des lemmes 20 et 21.

(i) Le module standard /()) est un F,-espace vectoriel de dimension finie. Il est égal a la
somme directe de ses sous-espaces w.A-isotypiques non nuls, pour w parcourant Wy. Sa
partie A-isotypique est la droite dirigée par ).

(i) Tout Hg, (7)-module simple ayant un caractére central est quotient d’un module stan-
dard.

Proposition 22 - Le Hg (7v)-module standard I(\) admet un unique quotient irréduc-

tible non nul noté V*.
- Soit w € Wy. On a un isomorphisme de Hg (7v)-modules I(A) == I(w.)) si et seulement

si lespace w.\ isotypique V.2, est non nul.

~ On a les isomorphismes [(\) ~ I(w.\) ~ I(w?\). Ainsi, la dimension de [’espace
vectoriel V> est supérieure ou égale ¢ 3.

= On a la suite ezacte de Hg (7v)-modules

0— &b I(N)wr — I(\) — V* — 0.
weWo,I(XN)ZI(w.\)
La preuve de la proposition 22 repose sur les lemmes suivants :

Lemme 23 Soit w € Wy. On suppose qu’il existe d, d € X tels que Ty-14Tuqpx # 0.
Alors on a un morphisme injectif de Hg (v)-modules

IO <& Iw))

ox > Ty-10Pua
En particulier, on a les isomorphismes de Hg (7v)-modules : I(A) = I(w.\) ~ I(w2\).

Preuve du lemme 23 Soient A\, w, d, d’ vérifiant les hypothéses du lemme. D’aprés le
lemme 20, on a des morphismes de HFP (7)-modules A et B bien définis par :

IN) 5 Twy) 2 10
SO)\ I—)wald/ng.)\

Pw.\ > LwdPx
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De plus B o A(py) = Ty-14Twapy : c’est un élément non nul appartenant a l'espace \-
isotypique I(A),. D’aprés le lemme 21, B o A est une homothétie de rapport non nul.
Ainsi, A est une injection I(\) — I(w.\).

Les isomorphismes annoncés sont ensuite obtenus en choisissant w = s951, d = $15w, d' =
ses1w?, car alors Ty-14Twapx = T3y # 0. D’apreés ce qui précéde on a donc un morphisme
injectif () < I(w.\). L’isomorphisme est obtenu en réitérant ce raisonnement pour w.\
puis w?.\ et en notant que I'élément central w? laisse invariant le caractére \. O

Lemme 24 Soit V' un quotient irréductible non nul du Hg (v)-module standard I(X).
Pour w € Wy, on a un isomorphisme de Hg (v)-modules I(\) ~ I(w.)) si et seulement
st ’espace w.\-isotypique de V' est non nul.

Un quotient irréductible non nul V' de I(\) posséde un espace A-isotypique non nul. On
déduit de ce lemme et du précédent que les espaces w.\-isotypique et w? M-isotypique de
V sont également non nuls de sorte que V' est un espace vectoriel de dimension supérieure
ou égale a 3.

Preuve du lemme 24 D’aprés le lemme 21 et puisque le quotient non nul V' de () est
irréductible, son espace A-isotypique est un IF-espace vectoriel de dimension 1. Soient v
une base de Vy et w € W,,.

Supposons I(A) ~ I(w.\). En particulier V' est un quotient non nul de I(w.\) donc
I’espace w.A-isotypique de V' est non nul.

Réciproquement, supposons que l'espace w.\-isotypique de V' est non nul. Puisque V
est un HFP (7)-module irréductible, il est engendré par v € V). D’aprés le lemme 20, le

Fp-espace vectoriel V,, » est engendré par les éléments de la forme {T,qv}qex. Il existe

donc d € X, tel que u := T,qv # 0. Puisque u engendre lui aussi le H@p(v)—module
irréductible V', 'élément v s’écrit v = X a,T,u. Mais v est une orbite réguliére, donc,
zeW

par un raisonnement analogue & celui de la preuve du lemme 21 il existe d’ € X tel que
T.u # 0 pour z = w~'d’ . Les hypothéses du lemme 23 sont dés lors vérifiées par w, d, d’,
A. On a donc une injection de Hg (7)-modules I(A) — I(w.A). Par symétrie des roles, et
puisque les modules standards sont de dimension finie, on en déduit un isomorphisme de
Hg (7v)-modules entre I(A) et I(w.A). O

Achevons la preuve de la proposition 22. Il reste & s’assurer de l'unicité du quotient
irréductible du Hg (v)-module standard induit par A.

Soient A un F,-caractére de B,, V un Hg (v)-module quotient irréductible non nul du
module standard I(\). On note F' la projection F': I(A\)—V. On rappelle que le module
standard I()) est la somme directe comme F,-espace vectoriel de ses composantes w.\-
isotypiques non nulles, pour w parcourant Wj.
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Soit w € Wy. D’apres le lemme 24, si les Hg (7)-modules I()A) et I(w.A) ne sont pas
isomorphes alors la composante w.\-isotypique de I()\) est incluse dans le noyau de F.
Si en revanche ils sont isomorphes alors la composante w.A-isotypique de I(\) est de
dimension 1 et I(\),, N Ker F = {0}. Donc Ker F est déterminé par \ :

KeF= @ I(\ux
weWy, I(A)#I(w.\)

Par conséquent, () posséde un unique quotient irréductible non nul et la proposition 22
est démontrée.

Remarque 11 Jusqu’ici, on ne s’est pas réellement servi du fait que n = 3. Les résultats
de la partie 3 précédents se généralisent a GL,, (F) pour tout n € N*.

3.4.4 Classification des Hg (7)-modules simples.

Soient A : B, — F, un caractére et y € v tel que A(e,) = 1. On note z € Fp*, v,y €T,
les éléments tels que z = \(T2), y = MZ1(7)), ¥ = MZa(7)).

Nous déterminons I'unique quotient irréductible du Hg (7)-module standard I(}), selon
la nature du caractére A. A cette occasion, nous déterminons ’ensemble des éléments
w € Wy tels que les Hg (v)-modules standards I(A) et I(w.)) sont isomorphes. D’aprés
la proposition 18 et les propriétés des modules standards, cette étude fournit la classifi-
cation des Hy, (7)-modules simples ayant un caractére central égal a u(z,y,y’) et prouve
le théoréme 19.

A est un F,-caractére de B, régulier Puisque ) est régulier et quitte & échanger A et
si.A, il existe un élément I C {1,2,3} du drapeau de A tel que I = Iy U {i + 1}, avec
i € Iy. D’apres appendice de (Vignéras, 2002), on a alors {(zrs;) = {(xzy) — 1, d’ou

TI = TZISiTSi = Tsi rIOU{i}TSi et TIOU{i} = TSiijsi'

Avec w = s;, d = 1, d' = xp,u4y, on a alors Tyy-10Twaps = Ty = AMT7)ea # 0. Le

lemme 23 fournit alors un morphisme injectif de Hg (7)-modules I(A) — I(s;.\).

En échangeant les roles de A et s;.\ et avec w = s;, d = zp,up), d = 1, on obtient de

méme, avec le lemme 23, un morphisme injectif de Hg (v)-modules I(s;.A) < I(A).

Or, les modules standards sont de dimension finie. Ainsi /(\) et (s;.)\) sont isomorphes.
(Comparer avec (Ollivier, Proposition 8)). Puisque Wy est engendré par s; et s,, on
en déduit que pour tout w € Wy, le module standard induit par w.\ est isomorphe
au module standard induit par A. De plus, d’aprés la proposition 22, le Hg (7)-module
standard induit par A est irréductible de dimension 6.

Pour décrire plus précisément le Hg (7)-module I(X), on peut donc supposer que le
drapeau de \ est dominant, Cest-a-dire que Ty ox =TT, Ts, 00 = you, et Tiaz30x =
T2T,, T, ¢x = y'¢x. De ces égalités on déduit aisément que I()\) est isomorphe au
Hy, (7)-module K4(z,y,y', x) via 'identification @y +— v, Ty, 5 — w.
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A est un F,-caractére de B, supersingulier On définit le Hg (7)-module de dimen-
sion 3 suivant :

P(z,0,0,x)= € F,Tiv
ke{0,1,2}

oll v est un vecteur A-propre pour B, et T, agit par zéro sur P(z,0,0,y). On vérifie,
sachant que y est régulier, que c’est un Hﬁp (7)-module irréductible engendré par v. Par
conséquent, c’est 'unique quotient irréductible de I(\).

Remarquons que pour k € {0,1,2}, 'espace w” M\-isotypique de ce module est égal a
la droite dirigée par T%v. On en déduit, par la proposition 22, que les Hz (7)-modules
standards I(\) et I(s1.)\) ne sont pas isomorphes et que, a z fixé, il y a deux modules
simples supersinguliers non isomorphes : P(z,0,0,x) et P(z,0,0, s1X).

A est un F,-caractére singulier non supersingulier Puisque A n’est ni régulier, ni
supersingulier, le drapeau de \ est fixé par exactement une des deux transpositions s;
et sy. Choisissons i € {1,2} tel que s; ne fixe pas le drapeau de A.

Quitte & échanger A et s;.\, on peut supposer que le drapeau de A posséde un élément
I {1,2,3} tel que I = IpU{i+ 1} et i & Iy. On procéde alors comme dans le cas
régulier pour montrer que I'on a un isomorphisme de Hg (v)-modules I(A) ~ I(s;.A).

Or nous avons vu que A, w.\ et w2\ engendrent des modules standards isomorphes et
I’on rappelle que w agit sur le caractére A comme le cycle s951. Ainsi, puisque s; et s98;
engendrent Wy, pour tout w € Wy, le module standard induit par w.\ est isomorphe
au module standard induit par A. De plus, c’est un Hg (7v)-module irréductible.

Pour décrire plus précisément le Hg (7v)-module I(\), on peut donc supposer que le
drapeau de A est dominant, c’est-a-dire que Tzy¢x = T, T, Ts, 00 = yon, et Ta 310\ =
T?T,, Ty, 0x = y'ér. De ces égalités on déduit aisément que I(\) est isomorphe au
Hy, (7)-module Lg(z,y,0,x) si y' = 0, via I'identification ¢y — v, T, — w, ou bien

a EG(Z, 0,9, x) st A(y) =0, via U'identification ¢y — v, Ty, o) — w.

Remarque 12 Suite a la remarque 11, observons ce qu’on aurait obtenu en travaillant
avecn € N, n > 1.

— On montrerait de méme, pour tout n € N, n > 1, que le module standard induit par
un caractere régulier est irréductible.

— Le cas ou A est supersingulier est également accessible pour tout n € N, n > 1.
Comme pour n = 3, on montrerait que, puisque 'action du cycle s,,_1...5251 partitionne
v en n!/n orbites, on a (n — 1)! module simples supersinguliers pour 'algébre de Hecke
Hz, (GLn(F), o), avec 7 orbite réguliére dans T(F,).
D’aprés (Vignéras, 2003, Théoréme 5), cela revient a dire que tout H@p(y)—module
simple supersingulier contient un caractére pour la sous-algébre de Hecke affine ce qui
est conforme a la conjecture 2 (loc.cit).
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4 Modules simples sur 1’algébre de Hecke semi-réguliére

Soit v l'orbite d’un caractére semi-régulier y € T(Fq). Nous allons étudier la F,-algebre de
Hecke de la représentation o.,. D’apreés la proposition 2, on peut supposer que x = 1®1®«
ou l'on désigne par 1 le caractére trivial de F et par o un caractere non trivial de Fy.

D’apreés la proposition 1, la F,-algébre de Hecke de o,
Hz, (G, 0,) = Endg (ind$ x @ indS syx @ ind¥ s1s0x)

est isomorphe a l'algébre des matrices carrées de taille 3 & coefficients dans ’algébre
HFF (G, x). On a dés lors une équivalence de catégories abéliennes entre la catégorie des
Hz, (G, 0,)-modules et celle des Hg (G, x)-modules.

4.1 Présentation de HFP (G, x). Nous reprenons les notations du paragraphe 1.2. En
particulier, pour tout g € G entrelacant le caractére x, on note T, , € HFP(G , X) élément

de T'algébre de Hecke support Igl et de valeur lg, eng.

Théoréme 25 L’algebre de Hecke HFP (G, x) est engendrée par les éléments

S= Tsle’ T = Ttha 1" = Ttgl,w ZE =T 4

20 X
ol
010 010 m00
lo=|w00]|, s1=]1100], 20=]070
001 001 00m

avec les relations
S?=—8, TT* =TT =0,

2 0
T2, T**, Z sont des éléments centraux.

Les éléments Y =TS+ (S+1)T et Y* =T*S+ (S+ 1)T* sont également dans le centre
de Hz (G, x).

Le théoreme 25 est démontré au paragraphe 4.

4.2 Classification des H (G, x)-modules simples ayant un caractére central.

Soient y, y*, t, t*, z € F, vérifiant z # 0, {t* = 0. Nous donnons une liste de Hs, (G, x)-

modules sur lesquels les éléments centraux Y, Y™ T2 T*% Z agissent respectivement par
multiplication par les scalaires y, y*, t, t*, 2.
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Caractéres - Mi(y,z) : S — 0, T — y, T* — 0, Z — =z, avec y,z # 0. Alors,

(y? y*7 t? t*7z) - (y? 07 y27 07 Z)‘

M(y,z): S— =1, T+ —y, T* — 0, Z — z,avecy, z # 0. Alors, (y, y*, t, t*,2) =

(,0,4%0, 2).

Mi(y*,2z): S—0,T— 0, T"— y*, Z— z avecy*, z # 0. Alors (y, y*, t, t*,2) =
(0,5*,0,y*?, 2).

Mi(y*,2): S =1, T 0, T* — y*, Z — z avec y*, z # 0. Alors (y, y*, t, t*,2)
(0,y%,0,y™, 2).

P(z): S—0,T+— 0, T — 0, Z — z, avec z # 0. Alors (y, y*, t, t*,2) =
0,0,0,0, 2).

P(2): S+— =1, T — 0, T* — 0, Z — z, avec z # 0. Alors (y, y*, t, t*,2) =
(0,0,0,0, 2).

Modules de dimension 2 - My(y,t,z) avec t,z # 0.

Dans une base de Ms(y, t, z), les actions de S, T', T* sont données par les matrices :

1y 0t 00
S = T = T
00 10 00

Ona (y, y* t, t*,2) = (y,0,1,0, 2).
C’est un module simple si et seulement si 3% # t.
Si y? =t, My(y,t, z) a pour sous-module le caractére M (y, z) et pour quotient le
caractére M (y, z).
M5 (y*, t*, z) avec t*, z # 0.
Dans une base de M (y*, t*, z), les actions de S, T, T* sont données par les ma-
trices :
-1y 00 0t
S = , T = , T
00 00 10
On a (y, y*, t, t*,2) = (0,y%,0,t*, 2)
C’est un module simple si et seulement si y** # t*.
Siy*? =t, M3 (y*,t*, z) a pour sous-module le caractére M, (y*, z) et pour quotient
le caractére M, (y*, z).
No(y,y*, z) avec z # 0.
Dans une base de No(y, y*, z), les actions de S, T', T* sont données par les matrices :

00 0 0y*
S: 7jﬁ: y 77—‘*: y
1-1 00 00

Ona (y, y*, t, t",2) = (y,4%,0,0, 2).

C’est un module simple si et seulement si (y,y*) # (0,0).

Si (y,y*) = (0,0), Na(y,y*, 2z) a pour sous-module le caractére 151(2) et pour quo-
tient le caractére Pj(z).
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Puisqu’ils sont de dimension finie, les HFP(G , X)-modules simples de cette liste possédent
un caractere central. La lecture de ce caractére central nous assure qu’il n’y a pas d’iso-
morphisme entre deux tels modules simples.

Théoréme 26 Un HFP(G, X)-module simple ayant un caractére central est isomorphe a
['un des modules simples de la liste précédente.

Le théoréme 26 est démontré au paragraphe 4.

On appelle supersinguliers les Hz (G, x)-modules (resp. les Hg (G, 0,)-modules) ayant

un caractére central “aussi nul que possible”. Soit z € Fp*. On a deux H@p (G, x)-modules
simples supersinguliers non isomorphes tels que I’élément central inversible Z agit par
multiplication par z. Ce sont les caractéres P;(z) et Pi(2).

Fixons a z 'action de I’élément central inversible eng) € Hz (G, 0,), 0l T&) € Hg (G,1(1))
correspond & la double classe I(1)w?. Les modules simples supersinguliers de I’algébre de
Hecke HFP(G, 0,) sont les deux modules simples non isomorphes provenant de P;(z) et

]51(2) par équivalence de Morita. Ils sont de dimension 3.

Remarque 13 La détermination des Hg, (G, x)-modules simples effectuée ici est “direc-
te” (preuve du théoréme 26) : elle ne passe pas par la semi-simplification de modules
standards.

4.3 Démonstration du théoréme 25.

4.3.1 On note L le sous-groupe de Levi standard de G isomorphe a GLo(F) x GLy(F).
On désigne par B;(F') le sous-groupe parabolique supérieur associé de décomposition de
Lévi B1(F) = LU. Le sous-groupe parabolique opposé est noté B;(F) = LU.

On se référe a (Vigné_ras, 1998, II). Le sous-groupe d’Iwahori I de G admet une décompo-
sition selon (By(F), B1(F)), c’est-a-dire

I=I"1,1" I,=INL, I"=INnU, I"=INU.
Le caractére y est trivial sur I~ et 1.

On appelle positifs les éléments m € L tels que mIT™m™ C I™ et m~'I~m C I~. On note
ab0

leur ensemble LT. Ce sont les éléments de L de la forme | ¢ d 0| avec a, b, ¢, d, e € F

00e
tels que val(e) < min(val(a), val(b), val(c), val(d)).

.. R R .. = % N
4.3.2 On choisit ap : F* — O% un relévement du caractére non trivial o : F* — F," o
0 q E q P
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Op est 'anneau des entiers d’'une extension finie £ de Q,,. Le caractére xo =1® 1 ® ay :
T(F,) — O3 est un relévement de x. On considére x, comme un caractére de I trivial
sur I(1) a valeurs dans O}, ou bien E*. On a :

HFP(Q X) = Ho, (G, x0) ®0, Fp.

On note xor, la restriction de o a I. D’aprés (Vignéras, 2001, 1.), Palgebre Hg(L, xor)
est engendrée par

T3 =T oy S0 = Toixor
ZF =Ty,
ou
010 010 w00
to=|700|,s1=[100]|,2=|0x0][,
001 001 00m

avec les relations
(So +1)(So — q) =0, T¢ et Zy sont dans le centre.
Le centre de Hg(L, xor) est la E-algébre engendrée par {Zo, Ty 2, ToSo + (So + 1 — q)Tp}.
4.3.3
Lemme 27 (Vignéras, 1998, 11.6, 11.8) Soit a = diag(1,1,71). C’est un élément du

centre de L. L’élément T, , est inversible dans Hg(G, xo) d’inverse q_2Ta71,XO. De plus,
pour tout m' € L il existe k € N tel que m = a*m/ € LT. L application

F : He(L, xor) — He(G, xo)
T, — Tk T

",XoL a, X0~ M,X0

est bien définie. C’est un isomorphisme d’algebres qui vérifie F (T o) = ¢ 2 c(m, k)T v,
ou c(m, k) désigne Uindice [I~ N (m/~ ' I~m/) : m™I~m].

Calcul de c(m,k) : Soient k € N, z,y € Z, —k < min(z,y). Pour m = a*m/ =
diag(m®, 7, 7=%) € LT ou bien m = a*m’ = sidiag(r®,7¥,7~%) € L*, on a les isomor-
phismes compatibles suivants :

m~[~m ~ ﬂ.l-i-k’-i-:cOF % 7T.l-l—k-l—yOF7 m'~Y—m' NI~ ~ 7Tl+ma:c(0,:r:)OF X ﬂ.l-l-ma:c(O,y)OF'

AiIlSi, C(m, k) — q2k+x+y—max(0,x)—max(O,y)‘
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4.3.4 D’apreés les paragraphes précédents, la E-algeébre Hg (G, xo) est engendrée par

‘7:(T0) - Tto,xm :F(TO_l) - q_thgl :F(SO) = T817X0> :F(Zgzl) = Tzil,xo

sX0”
avec les relations : (F(Sy) +1)(F(So) —q) = 0, F(T?) et F(Zy) appartiennent au centre.
Le centre de Hg(G, xo) est la E-algébre engendrée par

{F(Zo)™, F(To)™, F(TuSo + (So + 1 — )T }-

4.3.5

Lemme 28 La Og-algébre Ho, (G, xo0) est isomorphe a la sous-Og-algébre de Hg(G, Xo)
engendrée par {F(ZE), F(Sy), T(Ty), FlqTy ™)}

Ho, (G, x0) ~ F(Og[Zy", So, To, ¢T5"))
Preuve D’aprés le paragraphe précédent, les images par F des éléments Zi', Sy, T,
qTy " sont bien des éléments de Ho,. (G, xo)-

D’apreés les résultats de (Vignéras, 1998, 11.6, 11.8), le support de 'algébre de Hecke de x¢
est 'ensemble ILI. Une base de Ho, (G, xo0) est donc l'ensemble des {7, ,,, g € D} oit D
est un systéme de représentants des doubles classes I\ILI/I. On choisit

™ 0 0 0 72 0
D=(o#20|U|[xZ 0 0
0 0 nZ 0 0 nZ

Nous voulons montrer que pour tout g € D, I'élément T, ,, € Ho, (G, xo) appartient a
F(Ogp|ZF, Sy, T, qT57']). Un tel g € D s’écrit diag(r®, ¥, 7%) ou bien s, diag(7®, 7¥, %),
avec z,y,k € Z. Puisqu’alors T,,, = F(Z)*Tpmy, avec m = diag(w*, 7% 1) ou bien
m = sy diag(m®, m¥, 1), on peut se ramener au cas ou k = 0.

Montrons que T}, ,, est un élément de F(Og[Z5, Sy, To, qTy ']) pour m = diag(w®, ¥, 1)
et m = sy diag(n®, ¥, 1). D’aprés le paragraphe 4

T,

m,xXo T

_ f’(qmaz(o,x)+max(0,y)—x—yT

m,XoL ) ‘

Nous allons calculer qm“x(o’me“(O’y)_m_ymeOL afin de montrer qu’il appartient a la sous-
Op-algébre de Hg(L, xor) engendrée par {Z5', Sy, Ty, T, '}. Le lemme sera ainsi dé-
montré.
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Les lois de composition dans I’algébre de Hecke-Iwahori de GLy(F) (Vignéras, 2001, A.2),
assurent que dans 'algébre de Hecke Hg (L, xor) on a les relations

VEk € N, (TOSO)k = (TtOSLXOL)k = Ttgs1)* xor.» (SoTO)k = (T81t0,X0L)k = Tis1to)k xor
De plus, T¢ appartient au centre de Hg(L, Xor)-
On a ainsi les relations suivantes, pour m = diag(n*, 7%, 1), z,y € Z.

= T2 (TpSp)?~*. De plus, on a
- Cas 0 <z <y : gror@@)tmaslyO)—e=y = T2*(TySp)V 7.

CCasz <0<y qreeOR im0 sy, | (T80 (T, ).
- Casx <y <0 grazOo)tmazy0)—z—y = (gTytSp)=*(qTy "),

m,XoL

Six <y alors T}, ,,,

Si x >y alors Ty, = To%(SoTh)* Y. De plus, on a
- Cas 0 < y <z: qmax(O,x)+maz(y,O)—x—mi’XOL — T()Qy(S()T())r_y.
- Cas y <0<z: qmaz(O,x)+max(y,0)—x—mi’XOL — (qSOT0_1>_y(SOTO)I’

< Casy o< 05 OOV, ()T Ty )

Soit m = sy diag(mw®, 7Y, 1).

Six <y Thyor = S0 tiagxs xv1) et I'on est ramené & la discussion précédente.

sXOL
Six >y alors Ty vo, = ToTdiag(re—1 79 1) xor, = T (SoTy)* v,
-Cas0<y<ua: qmar(071)+mam(y,0)—:r—mi7XOL _ 029‘5‘1(SOTO)x—1—y'
-Casy<0<uz: qmar(07z)+max(y’0)_m_mi,XOL = (]To_l(qsoTo_l)_l_y(SoTo)x.

- Cas y<x< 0: qmar(O,z)—l-max(y,O)—m—yTm7XOL — (QTO_l)1_2x(q50T0_1>z_1_y.

O

On conclut la démonstration du lemme 28 en notant que Hg (G, Xx) = Ho, (G, x0) ®o, Fy,
donc HFP (G, x) est bien engendrée par S, T, T*, Z*!. Les relations entre ces générateurs
se déduisent des relations dans Hg (G, xor) car F respecte le produit.

4.4 Démonstration du théoréme 26.

Soit V' un HFF (G, x)-module simple ayant un caractére central. Les éléments centraux
Y, Y*, Z, T?, T*?y agissent respectivement par multiplication par les scalaires v, y*, z, t, t*
avec z # 0, tt* = 0.

Nous allons noter S,T,T* les endomorphismes de [F,-espaces vectoriels induits par les
actions respectives de S, T, T* sur le Hg, (G, x)-module V. On a S(S+1) =0.

(1) On suppose que t # 0. Alors T est inversible. Or TT* = 0, donc T* = 0.
Si Ker(S+1) = {0}, alors S = 0 et T agit comme Y sur V. Ainsi, T agit par
multiplication par y, qui est non nul car T est inversible. Soit v € V\{0}. Alors
V =T, est le caractere M (y, z).
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Si Ker(S + 1) # {0}. Puisque ST'S = ¢S, il existe v € V\{0} tel que Sv = —v,

STv = yv. _
Si v et T sont lies, alors y # 0 et l'on vérifie que V' = Fv est le caractére
Ml (y7 Z)

Si {v, Tv} forme une famille libre, alors V' = F,v@®F,Tv est le module My(y, t, 2).
(2) Le cas t # 0 est symétrique du précédent. Il fournit deux caractéres et un module de
dimension 2 : le caractére M} (y*, z), le caractére M (y*, z), le module M (y*,t*, 2).
(3) Maintenant t = t* = 0.
Si Ker(S+1) = {0}, alors S=T =T*=0et V est le caractére P;(z).
Si Ker(S + 1) # {0}. Puisque ST'S = 45, il existe v € V\{0} tel que Sv = —v,
STv = yv.
- Supposons que T*v = 0.
Si {v, Tv} forme une famille liée, c’est que Tv = 0 car t = 0. Alors V = F,v
est le caractére Py(z).
Si {v,Tv} forme une famille libre, alors V = F,v & F,Tv est le module
Ns(y,0,z) avec y # 0.
- Supposons T*v # 0.
Si {T*v,ST*v} forme une famille liée, alors V = F,T*v est le caractére
Pi(z) ou Py(z) pour z # 0.
Si {T*v, ST*v} forme une famille libre, alors V = F,T*v & F,ST*v est le
module Ny (y,y*, ) avec (y,y*) # (0,0).

5 Correspondance de Langlands numérique modulo p pour la pro-p-algébre
de Hecke

5.1 Représentations irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de F.

On note W le groupe de Weil de F'. On y fixe un Frobenius géométrique. Pour z € Fp*,
on désigne par [ rr%p (Wr) Pensemble des classes d’isomorphisme des F,-représentations
irréductibles de dimension 3 de Wy telles que le déterminant du Frobenius géométrique
est égal a z.

Soient ¢ € N* et F; 'extension non ramifiée de degré ¢ de F'. Soient W, le groupe de Weil de
F; et I, le sous-groupe d’inertie. On fixe un isomorphisme v; : Wg, /I = Z. Pour z € Fp*,

on désigne par v; . le caractére non ramifié de Wy, défini par v; . (w) = 2% Vw € Wp..

~ = * , ’ . , . . ”, .
Un caractére Wp, — I, est modérément ramifié et s’identifie par la théorie du corps de
N . — x — x
classes a un produit avs, avec z € F,, , a: Fy; — F, . Pour un tel couple (z, ) on note
o(z,a) la représentation de Wp

o(z,a) = md%ﬁs avs,.
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Soit O 'ensemble des orbites sous l'action du groupe de Galois de F, des F,-caractéres
réguliers de F;. L'application suivante est bien définie,

F, (Wr) )
o(z,a)

ou & désigne l'orbite du caractére o sous 'action du groupe de Galois de ;. C’est une
bijection d’aprés (Vignéras, 1996, 1.13). D’ou,

O — Iz

a ——

C’ard([rr— (Wg)) = (¢+ 1)g(g—1)/3.

. . N =k
Action par torsion par un caractére y : F* — Fp.

On note i : F* — T, le caractére obtenu par inflation de la réduction O% — F,” et en
choisissant p(m) = 1. C’est le caractére fondamental de F*. On pourra aussi considérer u
comme un caractére de O /1 + 7Op >~ ;. On note p3 le caractére fondamental de F3.

Tout caractére xo : F* — F* s’identifie & un produit u'v.,, pour | € Z/(q— 1)Z et 20 € F,

L’inflation par la norme F; — F* du caractére x, est le caractére pu; H(+a+d?)

V323 Ainsi, la
torsion par le caractére y, de la représentation o(z, «) s’écrit :

X0.0(2, @) = o (22}, api{IF )y ¢ IrrzzO(Wp)

Lemme 29 Soit z € F,". L’action de {y!, 1 € Z/(q — 1)Z} partitionne Irr (Wp) en :

- (qg+ 1)q/3 orbites de cardinal ¢ — 1 si ¢ # 1 mod 3.
— 3m(m + 1) orbites de cardinal ¢ — 1 et de 2 orbites de cardinal m si ¢ =1+ 3m.

Preuve Soit ¢ un générateur du groupe multiplicatif Fy;. Un caractere de Fs a valeurs

dans T, est déterminé par 'image ¢* de ¢, ot k € Z/(q> —1)Z. Ce caractére est régulier si
son orbite sous 'action du groupe de Galois posséde 3 éléments, c’est-a-dire si les éléments
¢k, ¢k 9% sont distincts.

Ainsi, d’apreés (7), l'ensemble [77Z (Wp) est paramétré par les triplets non ordonnés

{¢*, ¢, ¢ k}kEZ/ 7 constitués d éléments deux a deux distincts de Fys, ou encore par
'ensemble P, des polynomes unitaires de degré 3 irréductibles sur I, : soit g €eZ/(P-1)Z,
I’élément Py, de P, correspondant au triplet {¢*, (7%, (1 k} est le polynéme irréductible sur
F

q»
P = (X = (M)(X = ¢™)(X = ¢TF) = XP + 0, X2 + b X + ¢ € F[X].
Laction de {', | € Z/(q — 1)Z} sur Irrg (Wp) se traduit alors par I'action de Z/(q¢—1)Z

sur P, suivante : pour [ € Z/(q¢ — 1)Z, Pk c Py,

1.P, = (X_Ck+l(1+q+q2))(X_qu+l(1+q+q2))(X_<q2k+l(1+q+q2)) _ C3l(1+q+q2)p(<—1(1+q+q2)X)'
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Nous voulons identifier les polynomes de P, ayant un stabilisateur non trivial sous ’action
de Z/(q—1)Z. Soit Py = X+ ax X?+ by X + ¢, € Pyet L € Z/(q—1)Z tel que [.P; = P
En observant le terme constant de ce polynéme, on a ¢ Bl(+a+e®) = 1,

~ Si g # 1mod3, alors ¢ — 1 et 1 + g + ¢ sont premiers entre eux et (3l(1+q+‘12) =1
implique que [ = 0 donc Py a un stabilisateur trivial et une orbite de cardinal ¢ — 1.

— Sinon, il existe m € N tel que ¢ = 3m + 1, et m et (1 + ¢ + ¢*)/3 sont premiers entre
eux. Alors ¢¥0+at¢) — 1 implique que | € m(Z/(q — 1)Z) ~ Z/3Z. Ainsi, si P, a un
stabilisateur non trivial, ce dernier est égal au sous-groupe de Z/(q — 1)Z engendré par
m. Or, (mA+ate®) £ 1 donce a; = 0, de méme ¢21+a+4) £ 1 donce by, = 0 et P, est de
la forme X3 + ¢y.

Puisque I'image de ’endomorphisme z +— 2® du groupe F} est de cardinal (¢ —1)/3, il

existe 2(q — 1)/3 polynomes unitaires irréductibles sur F, de la forme X3 + c.

Ainsi, P, contient deux 2 orbites de cardinal (¢ — 1)/3 : celle associée au polynome

Pl = X3 — (M et celle associée & Poyigre = X3 — (20+4+°) Tes autres
- 3

3
orbites sont de cardinal ¢ — 1. O

5.2 H5, (G, I(1))-modules simples supersinguliers.

Soit z € F,". On note SS.(Hg, (G, 1(1))) 'ensemble des classes d’isomorphisme de Hg (G, 1(1))-
modules simples supersinguliers tels que I'uniformisante agit par multiplication par z. (On

)

entend par 1a que I’élément central Tu% correspondant & la double classe I(1)w? agit par

multiplication par z.)

Soit I' 'ensemble des Gs-orbites dans T'(F,). Il est de cardinal (g + 1)g(q — 1)/6. A une
orbite 7, nous avons associé¢ deux éléments (M,v) de SS,(Hg, (G, I(1))). Par conséquent,

Card(SS.(Hg, (G, 1(1))) = (¢ + 1)g(qg — 1)/3.

Remarque 14 La notation (M, ) signifie que M est un module simple supersingulier
pour la Fp-algebre de Hecke de la représentation o.,. Nous avons vu par la proposition
2, que si v et 7/ ont le méme cardinal, alors les IF,-algébres de Hecke de o, et o sont

isomorphes, de sorte que M a une structure de module simple supersingulier pour la
IF,-algebre de Hecke de 0., Ainsi, 'ensemble SS.(Hg (G, 1(1))) contient aussi (M, 7).

. . < %
Action par torsion par un caractére y : F* — Fp.

On définit D'action des F,-caractéres de F* sur les Hz, (G, 1(1))-modules de facon a ce
qu’elle soit compatible avec I'action par produit tensoriel sur les F,-représentations de G.

En particulier, pour (M,v) € SS.(Hg, (G, 1(1))), la torsion de (M, ) par xo = plv,, est
donnée par :
Xo-(M,7) = (vzo.M, p'y) € S8..5(Hz, (G, 1(1)))
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ot 7 (resp. p!.y ) est l'orbite sous I'action de &3 du caractére  : ]FZ?’ — F; (resp p! x), et

v,, agit sur M en multipliant Paction de l'uniformisante par z5.

Remarquons que I' est paramétré par I’ensemble des triplets non-ordonnés {1, j, k} d’élé-
ments de Z/(q — 1)Z et que l'action de {u', | € Z/(q — 1)Z} sur T se traduit par I'action
suivante de Z/(q — 1)Z sur les triplets :

Vi, gk, l€eZ/(q—1DZ, 1{i,j,k}={i+1Lj+1k+1}.
Cette description permet d’établir le lemme suivant.

Lemme 30 L’action de {u', | € Z/(q — 1)Z} partitionne T en :

— (q+1)q/6 orbites de cardinal ¢ — 1 si g # 1 mod 3.

— 3m(m + 1)/2 orbites de cardinal ¢ — 1 et de 1 orbite de cardinal m si ¢ = 1 4 3m.
L’orbite de cardinal m est celle associée au caractéere x = x1 @ x3 @ xs : T(F,) — Fp*
avec x1(r) = 2™ Vo € F}.

Correspondance de Langlands numérique pour la F,-algébre de Hecke du pro-
p-Iwahori de GL3(F).

Soit z € Fp*. D’apreés ce qui précéde, I'action du caractére fondamental de F'* partitionne
Irrz (Wr) d’une part et SS.(Hg, (G, 1(1))) d'autre part, en :

— (g + 1)q/3 orbites de cardinal ¢ — 1 si ¢ # 1mod 3.
— 3m(m + 1) orbites de cardinal ¢ — 1 et de 2 orbites de cardinal m si ¢ = 1+ 3m.

On peut donc trouver une bijection S, (Hz, (G, 1(1))) = Irrs (Wp) qui soit compatible
avec ’action du caractére fondamental p de F*.

Théoréme 31 Il existe une bijection compatible avec la torsion par le caractére fonda-

mental de F* entre

— Uensemble des classes d’isomorphisme de Hg (GL3(F), I(1))-modules simples supersin-
guliers tels que l'uniformisante agit par multiplication par z d’une part,

~ Uensemble des classes d’isomorphisme de F,- représentations irréductibles de dimension
3 du groupe de Weil de F', avec le déterminant du Frobenius égal a z, d’autre part.
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